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0
(1)

Einleitung
Gesucht sei fiir £ > 0 eine Losung
u: [0,00) x [0,(] — R
(t,z) — u(t, x)

von

9?2 9%u

2"~ oa?

mit der Randbedingung, dass u(0, x) ein gleichschenkliges Dreieck mit Grundseite [0, ¢]
einschlieft und u(-,0) = u(-,£) = 0. Diese Gleichung ist klassisch nicht lésbar. Also
miissen wir den Ableitungsbegriff verallgemeinern.

Die “d-Funktion™

oo =0
o(x) == {O v 40 - d(z)dx =1

Solch eine Funktion §: R™ — R U {£o0} gibt es nicht. Eigentlich wollen wir

/n d(x)p(z)dax = ¢(0) =: T(p)

haben. Dann definiert 7': C2°(R™) — R ein Funktional.

Fundamentallsungen von partiellen Differentialgleichungen. Sei f: R? — R geeignet.
Gesucht sei eine Losung u: R? — R zur Poisson-Gleichung Au = f. Mit

11

E(x):= Tl

x#0

gilt AE(z) = 0 fiir all x # 0, genauer AE = . Dann ist u = Ex f die gesuchte Losung.

Schwache Losungen partieller Differentialgleichungen: Wie bei 3. betrachten wir Au =
f. Nimm ¢ € C°(R") und integriere dagegen:

[aue= [ 1o

/uAso = /f«p Vo € C°(R™)

partielle Integration liefert

Dann nennt man u eine schwache Losung zu Au = f.



1 Der Grundraum D(f2)

Sei  C R offen und K € {R, C}. Fiir f: @ — K und einen Multiindex o € Nfj bezeichne
0%f = oy --- 99~ f die tbliche partielle Ableitung. |a| := |||/, ist die Ordnung von o.
Wir bezeichnen mit D(2) := C°(Q2) den Grundraum der Testfunktionen.

1.1 Lemma. (a) D(R?) ist ein K-VR.

(b) D(2) # {0}

(c) Seix € Q: Dann gibt es ¢ € D(), ¢ = 0 mit p(x) > 0.

Beweis. Ubliche Existenzorgel zu bumpfunctions. O
Spéter werden wir sehen, dass D(2) dicht in L,(Q) fiir 1 < p < oo.

1.2 Satz (Zerlegung der Eins). Sei (U;)icy eine offene Uberdeckung von Q. Dann existieren

(1) eine abzihlbare, lokal endliche Uberdeckung (V;)ien von Q, d.h. Q@ = J;en Vi und fiir
alle z € Q gibt es eine offene Umgebung U von x, sodass V; N U # O nur fir endliche
viele i € N gilt. Jedes der V; ist kompakt und es gibt v € J mit V; C U,.

(2) eine Folge (¢i)ien in D(Q) mit

® suppp; CV;
® ;=20
e > 2 pilx) =1 fir alle z € Q. Nur endlich viele Terme sind ungleich null.

Beweis. Fir m € N sei
Q= {x € Q: |z| < m,dist(x,00) > ;L}
Dann ist €, offen und
Q,, = {:1: € Q:|z| < m,dist(x,00) > Tln} C Qi1

kompakt und es gilt [J,,enyQm = Q. Sei Qp := 0 und Q_; := § und fir m € N sei
K, = Q,, \ Q1. Fir z € K, gibt es 1, € J mit z € U, 6, > 0, sodass
Bs, (z) CU, N (Qmt1 \ Qn—2)

Zur offenen Uberdeckung {Bs, (z)}zcK,, von K, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung zu
2
Punkten xp,1,...,Zm,,,. Setze

VmJ' = B(gzm,j (xm,j)

Dann erfiillt (Vi j)j=1,.. j,.,men die Bedingung in (1). Wihle ¢y, ; € D(€2) wie in Lem-
ma (L1 @mj > 0, suppPmj © Bis,  (Tm) © Ving. Setze 1= 351 men®mj €
C>(9).

Zu x € Q gibt es eine Umgebung U C Q2 von z, sodass ¢(y) = > ", S ©m.;j(y) (lokal

j=1
endliche Summe) und es gilt @(z) > 0 fir alle z € 2, denn
{‘T €N: Szmj(x) > 0} = B%&cmj (me)
mit @, ; = ag’j fir alle j = 1,..., j, und m € N folgt (2). O



1.3 Korollar. Sei K C Q kompakt. Dann gibt es ¢ € D(Q) mit 0 < ¢ < 1, ¢ = 1 auf
ewner Umgebung von K.

Beweis. Es gibt K C K’ C Q mit K’ kompakt und K C K’. Zur Uberdeckung () von
Q) wihle eine untergeordnete Zerlegung der Eins geméft Satz , mit (V;)ien und (¢;)ien-

Setze ¢ 1=} ien vinkr 20 Pi- O
1.4 Lemma. Seien Q1,8 C RY offen, Q1 C Qy. Dann ist j: D(Q1) — D(22),

) o o) e
i()(a) = {0 o,

eine Einbettung.
Beweis. Klar. 0
Bemerkung. Lemma [1.4]liefert eine Monotonie von D(2) bzgl. .

Wir kommen nun zur Topologie auf D(Q). Sei (2, )men die Standardausschopfung von €.
Fiir m € N betrachte die Halbnormen p,,: C*°(2) — R,

Pm() = max{|0%¢(z)| : & € Qpm, |a] < m}
1.5 Lemma. Firm € N ist p,, eine Halbnorm auf D(€2).

Beweis. Fiir 1,2 € C*(Q), A € K gilt pm(Ap1) = [A|pm (1) und

Pm(p1 + 92) < pmlp1) + pmlp2)
nachdem entsprechende Ungleichungen fiir den Betrag und die Maximumsnorm gelten. [

1.6 Lemma. Die Familie (py,)men trennt die Punkte in C°°(QY), d.h. fir ¢, € C*(Q)
mit @ # 1 gibt es ein m € N sodass pm(e — ) # 0.

Beweis. Es gibt ein # € Q mit p(x) # ¥(z) und ein m € N mit z € Q,,. Dann gilt
Pm(p —¥) 2 |o(x) — ¢ (z)] > 0. O

1.7 Satz. Sei d: Q>®(Q) x C*(Q) — R definiert durch

d(p,9) == Y 27" min{p (e — ¢), 1}

meN

Dann ist d eine Metrik auf C*°(Q2) und C*°(Q) ist ein Banachraum bzgl. d. Fir K C
kompakt ist

D () :={p € C*(Q),suppp € K}
ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis. Dreiecksungleichung folgt aus dem bisherigen und Symmetrie ist klar. Sei ¢, ¢ €
C*°(2) mit d(¢,1) = 0. Dann sind alle Summanden 0 und Lemma liefert ¢ = ). Sei
(pr)ken € C°(Q) eine Cauchy-Folge. Fiir jedes m € N ist dann (¢); eine Cauchy-Folge
bzgl. py,. Fiir jedes € > 0 existiert also ein k,, € N sodass

(o — o) = max{|0%pk(z) — 0%p(x)| : € O, Ja| <m} <&



fiir k, € > ky,. Damit existiert ¢y, € C(Qp) mit 0% — Yo gleichmikig auf Q.

Setze nun Y, := Py € C™(Qy,) und es folgt 0%y, = Y o. Fir m’ € N mit m < m’ gilt,
dass Q,, € Q,,, und VYm'lg, = ¥m. Daher existiert ein ¢ € C*°(2) mit 0|5 = 0,
fir alle o] < m und m € N und

m—00

Fir x € Qist J,: C°(Q) 3 ¢ — p(z) € K stetig. Damit ist
Dr(2) = {p € C®(Q) : p(z) =0, € Q\ K} = (] J7'(0)
z€Q\K
abgeschlossen. O

Fiir K C Q kompakt sei Tx die von der Metrik d auf D () induzierte Topologie (voll-
standig, metrisierbar).

Bemerkung. Sei K C Q kompakt. Dann wird die Topologie Tk auf Dk (£2) auch von den
Normen | -[|: D(Q) — R

[@llm = max{|0%p(z)| : © € O, o] <m}
(fiir m hinreichend grofs) erzeugt.

Definition. Sei X ein Vektorraum und U C X. Dann heifit U konvex falls fiir alle z,y € U
und A € (0,1) folgt, dass (1 —N)z+ Ay € U. U heifst kreisformig (ausgewogen, balanciert),
falls fiir alle A € K, |A\| < 1 folgt dass AU C U.

Definition. Sei
U :={U C D(Q) : U konvex, kreisformig, D (Q) NU € T VK C Q kompakt}

und

T::{ U ¢+U:ng(Q),vgu}
peF,UecV

1.8 Satz. T ist eine Topologie auf D(2) mit Nullumgebungsbasis U (d.h. T ist die Menge
aller Vereinigungen von Translaten von Mengen aus U). (D(),T) ist ein lokalkonvezer
topologischer Vektorraum, d.h. + und - sind stetig und T besitzt eine Nullumgebungsbasis
aus konvexen Mengen.

Beweis. Mit F =0,V =0 gilt € T und mit F = D(Q) und V = U folgt, dass D(Q) € T.
Beliebige Vereinigungen sind natiirlicherweise in 7. Seien Vi, Vo € T, ¢ € V1 N Vo, Wir
zeigen, dass es U, € U gibt, sodass ¢ + U, C V1 N V3. Dann folgt, dass

nna= |J e+U,eT
eeViNnVa

Es gibt ¢1,02 € D(Q) und Uy, Uy € U, sodass ¢ € p; + U; C Vi, i = 1,2, Sei K :=
supp ¢ Usupp ¢1 Usupp 2. Dann folgt ¢, @1, p2 € Dg (). Da Dg(2) NU; offen in D ()
ist, gibt es d; > 0 mit ¢ — p; € (1 — §;)U;, i = 1,2. Da U; konvex ist, ist

¢ =i+ 06U € (1-6,)U; + 8U; = U



Es folgt, dass p+6;U; C p;+U; C V;. Nun setze Uy, := (61U1)N(02U3). Sei nun ¢, ¢ € D(Q),
U € U. Dann ist

1 1
Damit ist + stetig. Fiir die Multiplikation seien pg € D(Q2), A\g € K. Fiir ¢ € D(Q2), A € K

Ao — Xowo = Al — @o) + (A — Xo)wo

Sei U € U. Es gibt dann ein 6 > 0 mit dpg € %U. Sei ¢ := Da U konvex und

kreisformig ist, gilt fiir [\ — Ag| < 9, ¢ — o € cU, dass

1
2(JAol+9) "

Ap — Aowo = A (@ — o) + (A — Ao)po € U
‘/—/ \\/—/
ecU [-|<é

ezU elu
O

1.9 Satz. (a) Sei U C D(Q) konvex, kreisformig. Dann ist U offen genau dann wenn
Uecl.

(b) Fir K C Q kompakt gilt, dass (Dx (), Ti) = (Dr (), T NDk(Q)).

(c) Sei V. C D(Q) beschrinkt (d.h. fir alle Nullumgebungen U gibt es ein s > 0, sodass
fir allet > s: V CtU). Dann gibt es ein K C Q kompakt, sodass V' C D (2) und

sup max{|0%(z)| : x € Q, |a] < m} < o0
peV

fir alle m € N.

Beweis. (a) U € T konvex und kreisformig. Sei K C Q und ¢ € D (Q2)NU. Nach Satz[1.§
gibt es ein V,, € U, sodass ¢ + V,, € U. Damit folgt ¢ + (Dr(Q)NV,) C D (Q)NU.
Da ¢ + (Dk(2) N V) offen in Dg () ist, folgt

Dr()NU=|J (p+Dx(@nV,)
pED (QNU

und damit ist Dg (2) N U offen und daher U € U. Die andere Richtung ist klar.

(b) TNDg(Q) C Tk folgt aus (a). Sei V' € Tk. Zu zeigen ist, dass ein U € T existiert mit
V =Dk (Q)NU. Fiir p € V gibt es ein my, € N und d, > 0, sodass

{¥ € Dr(Q) i pm, (¥ — @) <o} CV
Setze
Up :={¢ € D(Q) : pm,, () <o} CV
Dann ist U, € U und
D) N(p+Uy) =¢+ (Dx(Q)NU,) SV

Sei U := ey (¢ + Uy). Dann ist U € T und V =D (2) N U.

7



(c) Sei V. C D(Q) mit V € Dk () fiir alle K C Q kompakt. Dann gibt es (¢n,)m in V
und (Z,)m in €, sodass (x,,) keinen Haufungspunkt hat und ¢, (z,,) # 0. Sei

U:= {np €D(Q) : |p(xm)| < W Ym € N}
Dann gilt ¢, ¢ mU. Da K N {z,, : m € N} endlich ist fiir alle K C © kompakt, gilt
Dr () NU offen in Di () als Schnitt endlich vieler offener Mengen. Aufserdem ist U
konvex und kreisformig. Damit ist U € U. Da ¢,,, ¢ mU gilt, ist V nicht beschriankt.
Es folgt die 1. Behauptung, d.h. es gibt ein K C 2 kompakt mit V' C Dg (). Damit
ist V' beschrankt in Dk () nach (b). Damit ist p,, beschrankt auf V fiir alle m € N,
d.h.

{v € Dk (), pm(p) < 1}

ist eine Nullumgebung, d.h. es gibt k,, mit V C k,{¢ € Dr(Q),pm(¢) < 1}, d.h.
pm(SO) < km, (2BS V. O

1.10 Satz. (a) Sei (¢r) eine Cauchy-Folge in D(QY) (d.h. fir alle U € U gilt o, — pm € U
fir nym grofl). Dann gibt es ein K C Q mit (¢)r in Di(Q) und

1Zim max{|0%(z) — 0%¢(x)| : x € Q,|a| < m} =0 vm e N
—00

»

=:[lor—pellm

(b) Sei (pr)r in D(Q) und p € D(Q). Dann konvergiert vy gegen ¢ genau dann, wenn es
ein kompaktes K C Q g¢ibt, sodass supp ¢ C K und supp ey C K fiir alle k € N und
0%pr, — 0%p gleichmdf$ig fiir alle o € Ng.

(c) D(Q) ist vollstindig.

Beweis. (a) Wir zeigen, dass Cauchy-Folgen beschrankt sind. Sei W eine kreisférmige Nul-
lumgebung, und V € Y mit V+V C W. Dann ist ¢, — ¢, € V fiir n,m grok. Es gibt
s > 1 und @, € sV (Atome sind beschrénkt). Dann ist ¢, € ¢, + V C sV +V C
sV + sV C sW fiir n grok. Nach Satz (c) gibt es ein K C € kompakt mit (k) in
Dk (). Nach Satz (b) ist (¢k)x auch eine Cauchy-Folge in Dg () und da Tx von
(Pm)m erzeugt und pp, und || - ||, identisch auf D (Q) fiir groke m, folgt die zweite
Behauptung.

(b) (=) folgt aus (a), konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen. Andererseits liefert gleich-
méfige Konvergenz und Trager in K die Konvergenz in Dg (2). Dann Satz (b).

(c) Sei (pk)ken eine Cauchy-Folge in D(£2). Aus (a) wissen wir, dass es K C Q kompakt
gibt, sodas (¢k)x eine Cauchy-Folge in D (Q) ist. Da Dk () vollstandig ist, gibt es
ein p € D () mit g — ¢ in D (). Mit (b) folgt dann ¢ — ¢ in D().

O

Bemerkung. (a) (D(2),7) ist nicht metrisierbar!
(b) Fiir ¢,1 € D(Q) sei

d(p.9) ==Y 27" min{|le = ¢lm, 1}

m=0



Dann ist d eine Metrik auf D(Q) und ¢ — ¢ in d genau dann, wenn 0%, — 0%
gleichmafig fiir alle a € Njj. Aber, die Tragerbedingung ist nicht erfiillbar! Die von
d erzeugte Topologie ist nicht vollstdndig. Sei n = 1 und Q = R. Sei ¢ € D(R) mit
suppe C [0,1] und ¢(x) > 0 fir € (0,1). Fir & € N sei ¢y := 2521 2po(- = 0).
Es folgt, dass (¢k)r eine Cauchy-Folge bzgl. d ist, aber limy_, o pr (punktweise) hat
keinen kompakten Trager!

1.11 Satz. Sei Y ein lokalkonvexer topologischer Hausdorff-Vektorraum, T: D(Q) — Y
linear. Dann sind dquivalent

(a) T ist stetig.

(b) Fiir (pr)r € D(Q), o — 0 gilt T, — 0 in Y.

(c) Fiir K C Q kompakt ist T|p, () stetig beziiglich Tk .
Beweis. (a) = (b) trivial.

(b) = (c) Sei U C Y offen und V := T71(U) N Dk (). Sei (pr)r in V¢ N Dk () mit
v — ¢ in Dg(Q). Dann ist (T'yg)x konvergent und T ¢ U. Da U offen ist, ist
To ¢ U. Also ist ¢ ¢ T~1(U), also ¢ € VSN Dk ().

(c) = (a) Satz[L.9](a). O



2 Faltung
Definition. Sei 2 C R"” offen. Wir definieren

L. Q) ={fQ—=K:V2ecQIU, €T :x2cU, A fly, € L'(U,)}
={f: Q — K:VK C Q kompakt : f|x € L'(K)}

mit der iiblichen Identifikation von fast tiberall gleichen Funktionen.

Definition. Sei m € No U {oo} und p € C.(R"), f € L} (R"). Wir definieren die Faltung
p* f: R" — R durch

pei@ = [ ple-piwdy= [ pw)ft-ud

n

2.1 Lemma. Seim € NgU{oo}, p € C(R™) und f € L} (R"). Dann ist p* f € C™(R")
und es gilt 0“(p = f) = (0%p) * f fiir alle |a| < m.

Beweis. (i) p * f ist stetig, denn sei R > 0 und z,2’ € Bg(0). Sei R' > 0, sodass
supp p C Br/(0). Dann ist

m*ﬂ@—p*ﬂwn</‘ oz — ) — o' — 9| - 1£ ()| dy

Bprir(0)

< sup |p(z —y) — p(a’ —y)l- |f(2)dy
YEBR, r/(0) Bpry r/(0)

—:A(z,2')

Da p gleichméfig stetig ist, folgt
A, ') <sup{lp() = p(2)| 2,2 € RV, |z = 2| = o — |}
und da der letzte Ausdruck fiir x nahe x’ klein ist, ist p * f stetig.

(ii) Esist p* f stetig partiell differenzierbar: Sei x € R™ und fiir ¢t € R sei

(p(a+te —y) = ple =) Fw) dy

n

(Mﬁ@+@%ﬁwﬂm:/
:/n/otaip(x—i-sej—y)dsf(y)dy
[ ] ke sy s avas
:/Ot(ajp*f)(x—i-sej)ds

Der Hauptsatz (erneut) liefert die Behauptung. Der Rest ist Induktion. O

Definition. Eine Folge (p;); in C.(R") heifst §-Folge, wenn p; > 0, supp(p;) € B1(0),
J
fRn p; =1 fiir alle j € N.

2.2 Satz. Sei (pr)r in C.(R™) eine §-Folge.

(a) Sei f € C(R™). Dann konvergiert pyx f koo, f gleichmdfig auf kompakten Teilmengen
von R™.

10



(b) Seip € [1,00) und f € LP(R™). Dann ist py x f € LP(R™), es gilt die Abschdtzung
low * fllp < [1fllp fiir alle k € N und py * f =% f in LP(R™).

Beweis. (a) Sei R > 0. Fir |z| < R gilt

low * f(x) = f(2)] <

L (6=~ ) ay
< / W) (@ — ) — F(2)|dy
B1(0)

1
®
/ ! / 1 k—oo
gsup{f(z)—f(z) 2 F <SR+, 2 -2 < E} —0
da f gleichmiiRig stetig auf Bg,1(0). Da dies gleichmiRg in x ist, folgt die Behauptung.

(b) Ist 1 < p < oo und sei p’ der Holder-konjugierte zu p, dann ist

3=

1@l = | [ ooy

< </npk(w—y)dy)p </Rnpk(w—y)|f(y)|”dy);

=1

Fir p = 1 ist die Abschitzung auch wahr, klar. Damit ist

[ s@rar< [ [ - plioPdyds
— [ [ e yae )Py =171

=1

Sei g € C.(R™). Dann gibt es R > 0 sodass suppg C Bgr(0). Fiir alle k € N folgt
supp pr * ¢ € Bpry1(0) und pg * g — g gleichmiifiig nach (a). Damit ist pp * g — g
in LP(R™). Sei nun € > 0. Dann gibt es zu jedem f € LP(R") ein g € C.(R™) mit
|f —gll, <e. Dann ist

low s f = Fllp < llpx* (f = 9llp + llowx g = gllp + llg = Fllp =

Bemerkung. Sei 1 < p < oo. Fir f € LP(R") ist z — f(o —x) € LP(R") fiir x € R"
gleichméfig stetig, denn

£ (e —x) = f(o = 2)lp=lIf(e = (z—2") = flip
Fiir g € C.(R™) ist g(® — ) — g in LP(R™), klar. Der Rest, siche oben.

2.3 Korollar. Sei Q2 C R"™ offen, 1 < p < co. Dann ist D(2) = C°(2) ist dicht in LP(Q)

bzgl. der LP-norm.

Beweis. Sei f € Ly(2) und sei () die Standardausschépfung. Dann ist 1o, f — f in
LP(Q). Damit ist oBdA f = 0 auferhalb eines geeigneten Kompaktums. Wir falten mit
einer 0-Folge (pg) in D(R™). Dann ist pg* f € D(R™) mit supp(px* f) C supp f—i—E%(O) cQ
und pg * flo — f in Ly(2). O

11



2.4 Satz (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei Q@ C R"™ offen, f € Li ().
Angenommen,

/Q fo=0 Yo € C(R™)

Dann ist f =0 fast tiberall.

Beweis. Sei (py)r in C°(R™) eine §-Folge. Sei € Q, 7 > 0, sodass Ba,(x) C . Dann sei
g:= 1§2T(m)f € L'(9Q). Setze g mit Null auf R™ fort. Dann ist pg * g — ¢ in L'(R") nach
Satz . Fiir k > L und y € B,.(x) folgt dann

T

(px* 9)(y) = / pr(y — 2)g(2) dy

Ba,(0)
~ [ty 2)1Graz= [ £opuly =) =0
Q Q

Damit folgt fiir grofse k:

k—o0
0= pr* 9l (2) — 9B @) = FlBo(a)

in L(B,(x)), also f|p,(») = 0 fast iiberall und damit f = 0. O
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3 Der Raum D(2) der Distributionen

Sei 2 C R"™ offen.

Definition. Eine Distribution u auf € ist eine stetige lineare Abbildung u: D(Q2) — K.
Die Menge D(Q2)" (manchmal D'(€2)) ist der Vektorraum der Distributionen.

3.1 Satz. Seiu: D(2) — K linear. Dann sind dquivalent:
(i) uwe D(Q).
(i) Ist (o) in D(Q) und ¢ € D(Y), sodass LN @, dann folgt u(py) LimiN u(p).

(i1i) Fiir jede kompakte Menge K C Q gibt es ein m € Ny, C' > 0, sodass

lu(p)] < =:C- max{\ﬁo‘go(x)\ cx € K, o] < m}

fir alle ¢ € D (2).

Beweis. Im Wesentlichen ist dies eine Anwendung von Satz [1.11]
(a) = (b) Trivial.

(b) = (c¢) Angenommen, (c) gilt nicht. Dann gibt es K C  kompakt, sodass fiir alle
m € Ny eine Funkton ¢, € D () existiert mit

1= u(om) > m|[om|lm,x
Dann ist ¢, — 0 aber u(pm) =1 b.

(c) = (a) Satz[L.11] O

Beispiele. (a) Die 6-Distribution. Fiir x € €, ist 0, € D(Q)’ definiert durch 6, () := ¢(x)
fir ¢ € D(Q).

(b) Sei 2 = R. Dann sei u € D(R)" definiert durch u(p) := >7, oy, 9"¢(n) fiir alle Test-
funktionen ¢ € D(Q).

(c) Sei © = R und definiere u € D(R)’ durch u( fo o(z)dz fir ¢ € D(Q).

3.2 Satz. Sei f € L] (). Dann definiert
= /Q fe Ve € D(Q)

eine Distribution. Die Abbildung Li () 3 f +— us € D(Q) ist linear und injektiv.

Beweis. Dass uy linear ist, ist klar. Fiir ein K C Q kompakt, ¢ € Dg(Q) gilt

e /|f 2)|dz < llellox - /|f )| da

Also ist uy stetig (mit m = 0 und C = | f|;1(x)) nach Satz (c). Linearitét der
Einbettung ist klar und Injektivitdt ist das Fundamentallemma der Variationsrechnung

2.4 O

13



Definition. Eine Distribution u € D(2)’ heilt regulér, falls es ein f € L{ () gibt, sodass
U=1uf.

Definition. Sei m € Ny. Dann ist

D)™ = {u € D(Q) : VK C Q kompakt 3C > 0 : [u(0)] < Cllgllm.xcs ¢ € DK(Q)}

der Unterraum der Distributionen der Ordnung m.

Beispiel. Es gilt Ll (€2) € D(2)"°. Gleichheit gilt nicht, da d, € D(2)"°\ LL () fiir alle
r € Q gilt (Ubung).

3.3 Satz. Sei m € Ny, u € D(Q)™. Dann gibt es eine eindeutige lineare Fortsetzung
u: CM(Q) — K von u, sodass fir alle K C Q kompakt ein C > 0 existiert, sodass die
Ungleichung |[u(p)| < C|l@||lm fir alle ¢ € CT*(2) mit supp ¢ C K gilt.

Beweis. Sei ¢ € CI"(Q2), K C  kompakt mit suppp C K. Dann gibt es eine Folge

k—o0

(pr)k in D(2) mit suppyr C K fir alle £ € N und ||¢x — @|lm — 0. Sei C > 0
aus der Definition von D(Q)™ zu K. Setze u(p) := limy oo u(pg). Wie iiblich ist das
eine wohldefinierte Fortsetzung, denn fir £ € N ist |u(¢x)| < C|l@kllm und beide Seiten
konvergieren gegen |u(p)| bzw C||¢||m, womit die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge
folgt. O

Bemerkung. Der Satz von Riesz-Markov-Saks-Kakutani liefert, dass lineare Abbildungen
u: Ce(©2) — K mit der Eigenschaft, dass fiir alle K C Q kompakt ein C' > 0 existiert
mit |u(¢)| < Cllg|lo durch ein lokal endliches reguldres komplexes/reelles Borel-Mafs gege-
ben. Der Raum dieser Mafe bezeichnet man mit Mj..(€2) sind. Satz besagt, dass die
Isomorphie D(2)"0 = M,.() gilt.

3.4 Satz. Sei u € D(Q) mit u(p) = 0 fir alle ¢ € D(Q), ¢ = 0. Dann gibt es ein
p € Mioe(2), > 0, sodass uw = u, (nach RMK).

Beweis. Wir zeigen u € D(Q)°. Sei K C Q kompakt. Es gibt ¢ € D(Q) mit 0 < ¢ < 1,
1 = 1 auf K nach Korollar . Fiir alle reellwertigen ¢ € D(2) mit suppp C K folgt
dann [|¢lloy) £ ¢ > 0. Damit ist u(|[¢|loy) £ ¢) = 0, d.h. £u(y) < u(¥)|¢llo, also auch
lu(e)| < u(®)lello- Ist ¢ € D(2), suppy € K und ¢ komplex, so wihle § € R mit
e'u(p) € R. Anwendung von obigem auf Re(el() liefert die Behauptung. O

Definition. Die schwach*-Topologie o(D(2)',D(Q2)) auf D(2)’ ist die grobste Topologie,
sodass alle Abbildungen D(Q) 5 u — u(p) € K fiir alle p € D(Q) stetig sind. Ist (ug)g

in D(Q), u € D(Q)', so bedeutet wuy, E2o win D(2) also, dass ug(p) koo, u(yp) fiir alle
© € D(Q).

3.5 Satz. Sei (ug)r in D(Q) und fir alle p € D(Q) existiere limy_, o ug () =: u(p). Dann
ist u € D(Q) und uy, E2o0, win D(Q)'.

Beweis. Dass u linear ist, ist klar. Sei K C Q kompakt. Fiir jedes & € N gibt es nach
Satz ein my, € No, C > 0, sodass |ug(¢)| < Ck|l@llm, fiir alle ¢ € Dg (). Damit ist
up: D () — K stetig fiir alle k € N. Fiir ¢ € Dg(Q) ist (ur(p))r konvergent, insbe-
sondere beschrénkt. Damit ist (ug)x eine punktweise beschrénkte Folge stetiger linearer
Abbildungen Dk (2) — K. Da (Dg(Q2), Tx) ein vollsténdiger metrisierbarer Raum ist,
folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus, dass (ug); gleichgradig stetig ist. Also gibt es
m € Nog und C > 0 sodass |ug(@)| < C|l¢llm. Fir k& — oo ist |u(p)| < [l¢||m fir alle
¢ € Di(2). Nach Satz ist dann uy — u klar. O
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Beispiel. Cauchy’scher Hauptwert zu g:  — % Fiir k € Nsei fi := 91 ~ (L )(1‘)
k?

(L)

Dann ist P(L)(¢) = limy_,o0 uk(¢) fiir alle ¢ € D(12) eine Distribution (Ubung 1).

und uy := uy,, d.h.

Beispiel. Fiir € > 0 sei u. € D(R) definiert

_ [ ¥
ue(p) = /R x +ie de

Sei p € D(R). Es gibt dann ein R > 0, sodass supp ¢ C [—R, R|. Dann ist
R
/ gp(x) dx :/ cp(x) dx
R X+ 1€ _RT+1e
R R
x —ie
= (0 —(0))d
@()/R$2+€2 /Rx+1€ (0)) dz

= 90(0)( 2i arctan > /RHH:_ z) —(0)) dz

) .
e—0 . (p(l’) - 50(0)
por’ Tim0(e) + /R = &

. 1
= —imdo() + P (=) (¢)
Also u. — —indp + P(L). Diese Formel heift Formel von Sochotzki-Plemelj.

k—o00

3.6 Lemma. Sei (py); in C.(R™) eine §-Folge. Dann ist u, —— § := g in D(R™)".

Beweis. Fiir ¢ € D(R™) gilt

Upy, (1p) = /npw

fiir alle £ € N. Also ist
pe () — 6(50) = / o) ((z) — (0)) da

Sei e > 0. Dann gibt es ein kg € N, sodass fiir k > ko und |z| < 7 gilt, dass [p(z)—p(0)] < e.
Fur k£ > kg ist dann

gy () — 8()] < /B o PRI~ o) d < / PR o
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4 Trager von Distributionen

Sei 2 C R"™ offen.

Definition. Sei ' C Q offen und u,v € D(Q). Wir sagen, dass u auf Q' verschwindet
(u = 0 auf '), falls fiir alle ¢ € D(Q2) mit suppp C @ gilt, dass u(¢) = 0. Es ist u = v
auf Q' genau dann, wenn u — v = 0 auf .

4.1 Satz. Sei u € D(Q) und (U;)ics eine offene Uberdeckung von Q. Dann ist u = 0
genau dann wenn fir alle i € J gilt, dass uw =0 auf U; ist.

Beweis. (=) Kklar.

(<) Zu (U;)ies gibt es eine Zerlegung der Eins (¢;) jen mit der Eigenschaft, fiir alle j € N
gibt es ein i € J mit supp p; C U;. Sei ¢ € D(2). Dann ist ¢ = ZjeN @i und da

m

supp ¢ kompakt ist, gibt es ein m € N sodass (nach Umsortieren) ¢ = 3 7%, pj¢.
Damit ist u(p) = 37", u(p;p) = 0.

Definition. Sei u € D(Q)". Der Trager von u ist definiert durch

suppu = '\ U{Q’ C Q:Q ist offen,u = 0 auf Q'}
=Q\{ze€Q:3r, >0,B,,(x) CQu=0auf B, (z)}

Fir u € D(Q) ist also suppu abgeschlossen in Q und u = 0 auf Q \ suppu (Satz .
Q \ supp u ist die grofte Teilmenge von € auf der u verschwindet.

Bemerkungen. (a) Fir u € D(Q)’, ¢ € D(2) mit suppu Nsupp ¢ = 0 folgt u(p) = 0.

(b) Fiir f € C() ist supp f = suppuy, denn sei ' C Q offen. Dann ist &' Nsupp f = 0
genau dann wenn uy = 0 auf €', wegen der Injektivitdt von f +— uy. Damit ist

Q\ suppuy = U{Q’ : Q' C Q offen, uy = 0 auf Q'}
:U{Q':Q’gQoffen,ﬂ’ﬁsuppf:@}:Q\suppf

(c) Diese Definition erlaubt auch einen Trdgerbegriff fiir Ll (Q)-Funktionen (also LP-
Funktionen), und auch fiir lokal-endliche Mafe.

4.2 Satz. Sei u € D(Q) mit suppu kompakt. Dann gibt es genau eine Fortsetzung
u: C°(Q) — K linear mit u(p) = u(yp) fir alle ¢ € D(Q) und u(p) = 0 fir alle
@ € C*(Q) mit supp ¢ Nsuppu = ().

Beweis. Da supp u kompakt ist, liefert Korollar ein ¢ € D(2) mit ¢ = 1 in einer
Umgebung von suppu. Sei ¢ € C*°(Q) und setze @g := e € D(Q) und ¢; := (1 —Y)p €
C*>°(£2). Dann ist supp 1 Nsuppu = ) und ¢ = o + ¢1. Sei @ := u(pp). Dann ist u
wohldefiniert, denn ist ¢ = ¢, + ¢} mit ¢’ € D(2) und p; € C*°(Q), supp ¢} Nsuppu = 0,
dann ist ¢ + @1 = @) + ¢}, also o — ¢ = ¢] — ¢1, sodass die linke Seite in D(12) liegt
und fiir die rechte Seite supp(¢} — ¢) Nsuppu = 0. Also ist u(po — ¢f) = 0, also ist u
wohldefiniert. Linearitit ist klar. Zur Eindeutigkeit seien @, 7’ zwei solche Abbildungen.
Dann gilt fiir ¢ € C°°(Q) und ¢ = g + @1 mit ¢y € D(Q) und supp p1 Nsuppu = (), dass
u(p) = u(po) = ulpo) = (o) = (). O
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Definition. Sei £(Q2) := C*°(£2). Sei T die Initialtopologie auf £(Q2) beziiglich der Abbil-
dungen

EQ) > p— Z sup{|8ag0(x)\ :xEK} m € Ny, K C Q) kompakt

|a|l<m

d.h. die grobste Topologie, die alle dieser Abbildungen stetig macht. Den Dualraum £(Q)" =
(E(Q),T)", mit der schwach*-Topologie, nennen wir die Distributionen mit kompaktem
Trager.

Bemerkung. (a) Sei (¢x)r in £(Q) und ¢ € £(Q). Dann gilt ¢y, LEiN ¢ in £(Q)" genau
dann wenn fiir alle K C € kompakt und alle Multiindizes o« € N die Ableitungen
0%pr — 0%p gleichméfig konvergieren.

(b) Sei (pg)r in D(Q) und ¢ € D(RN). Dann impliziert ¢, — ¢ in D(2) die Konvergenz
vk — @ in £(Q). Insofern sprechen wir von einer stetigen Einbettung D(Q) < £(Q).

(c) Esist u € £(Q)" genau dann wenn fiir alle () in £(Q), und ¢ € £(N) mit g — ¢
in & gilt, dass u(pr) — u(p).

4.3 Satz. Seiu € D(Q)'.
(a) Sei suppu kompakt. Dann gibt es genau ein u € £(Q) mit u|p(q) = u.
(b) Esist u € E(Q) genau dann wenn suppu kompakt.

Beweis. (a) Aus Satz wissen wir, dass genau ein lineares u: £(2) — K existiert.
Sei (pr)r in £(Q) und ¢ € £(Q) mit ¢ — @ in E: Sei ¢ € D(Q) mit ¢ = 1 in einer
Umgebung von supp u. Dann ist u(py) = u(ver). Wegen ¢ — ¢ in & folgt Yo — e
in D(2). Damit ist u(pr) = u(pr) = u(e) = u(p).

(b) («=) ist (a).
(=) Sei supp u nicht kompakt und (Q ), die Standardausschépfung. Dann gilt suppu ¢
Q. fiir alle k. Also existiert fiir alle & € N ein ¢ € D(Q) mit supp g N Q= 0
und u(yy) = 1. Dann konvergiert ¢ — 0 in £(Q), aber u(pr) =1 # 0. O

4.4 Satz. Seiu € D(Q)'. Dann sind dquivalent:
(a) suppu ist kompakt.

(b) Es gibt K C Q kompakt, m € Ng und C > 0 mit

[u()| < Csup{|0%p(2)] : @ € K, |a] <m} ¢ € D)

Beweis. (a) = (b) Sei ¢ € D(2) mit ¢ = 1 in einer Umgebung von suppu und setze
K :=supp®. Dann gibt es ein m € Ny und ein C' > 0, sodass

lu(o)| < Csup{\aacp(x) cx €K, |al < m} v € Dk (Q)
Fir ¢ € D(Q) gilt u(p) = u(ypp) und damit folgt
lu(p)] < Co sup{|8a(¢<p)(:1c)\ rx € K, |ao < m} < Csup{aacp(:z)\ cx e K, |ao < m}

fir ein C' > 0.

17



(b) = (a) Sei (gg)r in E(Q) und ¢ € E£(N) mit ¢ — ¢ in £(N). Nach Voraussetzung
existiert ein K C Q kompakt und m € Ny, sodass

k—o0

sup{|8a(g0k —)(z)]rx € K,|a| < m} /=0

Also folgt |u(er — )] koo, 0, also u € £(Q2)’. Nach Satzist supp u kompakt. [

Bemerkung. In Satz (b) kann im Allgemeinen nicht K = supp u gewéahlt werden, wie
folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel (Hormander). Sei K C R™ kompakt und es gebe eine Folge (K); nicht-leerer
kompakter Teilmengen von K, die paarweise disjunkt sind, sodass K \ (K U --- U Kj)
kompakt fiir j € N (zB. K = {3 :j e NJU{0}, K; := {%}) Waihle z; € K; und einen
Haufungspunkt o von (z;);. Sei'| (m;); € Rso mit Y m; = oo und ; mylx; — 20| = 1.
Wir definieren

u(p) ==Y mj(e(x;) — ¢(xo)) € D(R)
j=1

Dann gilt fiir R > 0 mit Bg(0) C K, dass

[u(@)] < IVull Lo B0y
Nach Satz und ist supp u kompakt, u € E(R™)’. Es ist
suppu C | J{z;} €K
Jj€No

Angenommen, es gibt ein m € Ny, C' > 0 mit
[u(¢)] < Csup{[0°p(x) : @ € suppu, a] <m} € D(R")

Wahle eine Testfunktion ¢ € D(R™) mit ¢ = 1 in einer Umgebung von K; U --- U Kj,
¢ =0 und ¢ = 0 in einer Umgebung von K \ (K;U---UKj) (Lemma von Urysohn). Dann
ist

Also ist Y m; < oo k
Kann supp u die Distribution u festlegen?

4.5 Satz. Sei u € D(R™) mit suppu = {0}. Dann gibt es ein m € Ny und ¢, € K fiir
la| < m, sodass

u(p) = Y cadp(0) ¢ € D(R")

lal<m

! Dies existiert nach folgendem Argument. Sei (2;); in [0,00) beschrénkt, 0 ein Hiufungspunkt von

(z;), dann existiert eine Folge (m;); in (0,00) mit > ,m; = oo und > mjz; = 1. Denn, es existiert
eine Teilfolge (z;, ) mit z;, < 27F fiir k € N. Sei J := N\ {jx : k € N}. Wegen (z;);es € £>°(J)
gibt es (mj)jes € £(J) mit m; > 0 sodass D ey MyT; = 1. Setze m;, := m € Rso. Dann folgt

_ e o 1,1 R
ZjeN m;T; = ZjeN m;x; + ZkeN my, T, < 5+ 5. Aber ZkeN Mgy, = 0.
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4.6 Lemma. Sei m € Ny und r > 0, n € C"™(B,(0)), mit 3°n(0) = 0 fiir |a| < m.
Dann gibt es ein C > 0, sodass

0% (x)| < Cla|™ 171!

fiir |z] < § und |of < m.

Beweis. OBdA sei r = 1. Wir fithren Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist

)l = |3 [ oyt dt\ <l sup{ o) Jol < 5} 2l < 5
j=1 j=1

Im Induktionsschritt gelte die Behauptung fiir m — 1 und fiir |of < m, o # 0 ist 9% €
Cm+1=1el(By(0)). Nach Voraussetzung ist fiir k < m:

[0%n(2)| < Ol 1D+ ] <

N | =

Fir o =0 ist

n

1 n 1
1
Z/ x5 Opn(t) dt‘ <0 Jayl- ya:\m/ A< Cla™t el <5 O
j=1 0 ~—— j=1 0

| |<Clta|m

n(z)| =

Beweis von Satz[L5l Es gibt ein m € Ny und ein C' > 0, sodass fiir ¢ € D(R"™) mit
supp ¢ C B1(0) gilt, dass

u()] < Csup{|0°¢(x) : @ € B1(0),]a] < m}

Sei cq = Su(pa) mit pa(z) := z (natiirlich ist p, € E(R™)). Sei ¢ € D(R™). Taylor-
Entwicklung gibt
o) = 3 (0 +n(x)
lal<m
wobei fiir  nach Lemmagﬂt, dass |0%n(x)| < Clz|™ 1=l fir |z| < 1. Dann folgt
u@) = 3 0% e(0)ulpa) +uln) = 3 cad(0) + ul)
lal<m |al<m

Zu zeigen ist, dass u(n) = 0 ist. Sei ¢ € D(R™) mit supp ¢ € B1(0) und ¢(z) = 1, |z| < 3.
Sei ¢y = (k- o) fiir k € N. Dann gilt u(n) = u(¢yn) fir alle £ € N. Fir g € Nj und
k € N ist

107k loo = K17+ [[074]|o

und fiir o] < m und k > 2 gilt

o° < V10 B ]| oo < ) gloBl jgop o(H"
ol < X ()l0 P uotnll < 3 () 82 10720l 03

pa v pa —glal-18]
1 m+1—|qf s
< C(k) —0
Damit ist
« k—o0
[u(n)| = lu(n)] < Csup{|0° (on) @)+ [o] < 1,Ja] <m} 2% 0 O
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Definition. Sei u € D(Q)’. Der singulire Trager von u ist definiert als

sing supp := Q \ {x €Q:3ry, >0,B,, () CQ3If, € C°(B,,(2)),u B ug,

B, (z) }

4.7 Lemma. Sei u € D(Q). Dann gibt es ein (eindeutiges) f € C°(Q \ singsuppu),
sodass u = uy auf 1\ singsupp u.

Beweis. Fir alle z € Q \ singsuppu gibt es 7, > 0 , einen Ball B, (x) € Q und eine
Funktion f, € C*(B,,(x)), sodass v = uy, auf B, (x). Seien z,y € Q\ singsupp u, mit
B,,(z) N By, (y) # 0. Dann gilt auf B, (x) N By, (y), dass uy, = u = uy,. Nach Satz
(Fundamentallemma) folgt f, = f, fast iiberall auf B, (z) N B, (y). Da f, f, € C* folgt
dass f, = fy. Damit gibt es f € C*°(Qsingsuppu) mit v = uy auf Q \ singsupp u (Satz
i), .

Bemerkung. Sei v € D(Q2)'. Dann ist Q \ singsupp u die grofite offene Menge, sodass u
auf dieser offenen Menge durch C'°°-Funktionen dargestellt wird.

Beispiel. Sei @ = R™. Dann ist singsuppdp = {0}. Sei @ = R", n # 2 und E,(z) =
|z|?>~™. Dann ist singsupp ug, = {0}.
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5 Differentiation und Multiplikation von Distributionen

Sei 2\ R™ offen.
5.1 Lemma. Seim €N, f € C"(Q). Dann gilt fir alle p € D(?), alle « € Nf, |a| <m

/ O f(x)p(x)dz = (—1)k /Q f(2)8%p(x) d

Beweis. Leicht, Ana II. O
Anders geschrieben besagt Lemma dass uga () = (—1)|%us(0%p).
Definition. Sei u € D(Q)’. Fir a € Njj sei 0%u € D(2) definiert durch
0%u(p) := (=1)*lu(0%) Vo € D(Q)
Fir f € C™(Q2) und |af < m ist damit 0%uy = ugay.
Bemerkung. Jede Distribution ist beliebig oft differenzierbar.

Definition. Seien f,g € LL (). Dann heift g verallgemeinerte Ableitung (schwache
Ableitung, Distributionsableitung) von f der Ordnung o € N, falls 0%uy = uy giltﬂ Wir
schreiben dann g := 0%f.

Beispiel. (a) Sei 2 = R und

Fir ¢ € D(R) ist dann

/H )0 (x dx—/ J(x —¢(0)

d.h. dup(p) = —un(9p) = ¢(0) = do(
(b) Sei xz € Q. Fiir o € Njj gilt
9°0:(p) = (=1)1*5,(0%p) = (1)l 0%p () Vi € D(Q)
Satz besagt, dass u € D(Q)’, suppu = {2} impliziert, dass

U= Z (—1)'“'%6“51

|a|l<m

5.2 Lemma. Seien —oco < a <b< oo und f € Lloc(a, b) mit duy = 0. Dann gibt es c € K,
sodass f = c fast tberall.

Beweis. Sei 1) € D(a,b) mit ffw = 1. Sei ¢ € D(a,b). Wir setzen
T b
O(x) := / (gp(t) - @b(t)/ o(s) ds) dt Vz € (a,b)

Dann ist ® € D(a,b) und es gilt 0 = ¢ — wfb v. Es gilt dann
0= an( ) = —Uf(aq)

/f(9<1>— /fso+/ f¢/ /(/ Fo=1)e=up pus(0)

Aus Satz [3.2] folgt, dass [ fi — f = 0 fast iiberall. 0

!Die schwache Ableitung ist eindeutig nach dem Fundamentallemma
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5.3 Satz (Lemma von du Bois-Raymond). Seien f,g € C(Q) und j € {1,...,n} mit
Ojuy = uy (oder 0;f = g). Dann ist f nach der j-ten Variable stetig partiell differenzierbar
mit 0;f = g (einfacher Regularititsatz).

Beweis. OBdA ist j =1 und Q = (—1,1)". Sei f € C(Q) definiert durch

f(z):= f(0,2) + /0331 g(t,z)dt V(z1,7) € Q

Dann ist f stetig partiell differenzierbar nach der ersten Variable und 81f = g. Daher
ist Ouf_]; = O1uf — Oluf = 0. Damit folgt die Vereinfachung ¢ = 0 und f(0,z) = 0 fiir

1,1)"L. Zu zeigen ist, dass f = 0. Sei Q := (=1,1)"! und @ € D(Q). Sei

alle z € (—1,
1,1) definiert durch

fi e C(—1,
fi(t) = /ﬁfa,f)@(a:‘) iz

Dann ist f1(0) = 0. Fiir ¢ € D(—1,1) ist

1 1
Oy, () = / (90t = / 1 /Q £(t B)B(E)AT D1 (1) dt

Setze p(t,7) := ¢1(t) - (T), sodass ¢ € D(§2). Damit folgt nun nach Fubini

1
/ f10p1(t) dt = / f(x)01p(z) dr = uy(01p) = —Oruyp(p) =0
1 Q

Aus Lemma folgt, dass f1 = 0 fast iiberall (und nach Stetigkeit iberall) gilt. Damit ist
| 1.8)p(@)az =0 Vg€ D(—1,1), L€ (~1,1)
Q
Nach Satz ist f(t,-) = O fast iberall fiir alle ¢ € (—1,1) und damit nach Stetigkeit

uberall. O

Definition. Sei v € D(Q2) und f € C*°(f2). Dann definieren wir die Distribution f - u €
D(Q) durch (f - u)(p) :=u(fe) fir alle p € D(Q).

/

Bemerkung. Seien u,v € D(Q) mit singsuppu N singsuppv = (. Es gibt dann f, €
C>(2\ singsupp u) und f, € C°(Q \ singsuppv), sodass u = uy, auf 2\ sing supp v und
v = vy, auf Q \ singsuppv. Fiir ¢ € D(Q) mit supp ¢ C Q \ sing supp u definieren wir

(u-v)(@) := (fu-v)() = v(fup)

Analog kénnen wir fiir ¢ € D(2) mit supp ¢ C Q \ singsupp v

(u-v)(p) == (fou)() = u(fop)

Klar ist, dass falls ¢ € D(Q) mit supp ¢ C Q\ (singsupp u N singsupp v), dann auch

(fu-0)(¢) = (fo - u)(p)
gilt. Damit ist u - v € D(Q)’ definiert (analog zu Satz [4.1)).
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5.4 Satz. Seiu € D(Q) und x € Q. Fir j € {1,...,n} sei p; € C(Q) definiert durch
pi(y) :=yj—x;. Sei pju =0 fir alle j € {1,...,n}. Dann gibt es ein c € K, sodass u = cd,
gilt.

Beweis. Sei ¢ € D(Q2) mit suppp C Q\ {z}. Fir j € {1,...,n} ist dann pi;_ € D(2) und

¥ ¥
() Y J i
Damit ist suppu C {x} und daher u € £(2)". Weiter gilt

p(y) = e(x) + Y (5 — 5)p;(x) vy € Q
j=1

mit geeigneten ¢; € D(Q). Es folgt

Da u kompakten Tréger besitzt, ist die konstante 1-Funktion erlaubt. O
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6 Der Grundraum S(R") der temperierten Distributionen

Definition. Wir definieren den Schwarzraum als den Raum der schnell fallenden Funktio-
nen

S :=SR") = {<p € C*(Q) : Ya € NyVm € Ng : sup |z|™ - 0% (z)| < oo}
z€R™

Fiir ¢ € C*°(R") sind auch dquivalent:
1) pe8.

(1)

(2) Fiir alle o, 8 € N? gilt sup,cgn [£°0%0 ()] < oc.

(3) Fiir alle a, 3 € N gilt limj| 00 [#70%p(2)| = 0.

(4) Fiir alle o € Nij, m € Ny gilt lim ;o0 |2|™ - [0%(z)] = 0.

Bemerkung. (a) Es ist D(R") & S & E(R™).

(b) & C LP(R™) fiir alle p € [1, 00] und S ist dicht beziiglich der LP-norm fiir alle p € [1, c0).

Fiir m € Ny definieren wir p,,: S — R,

pm(p) = sup (14 |z])™ - |0%(x)]

z€R™ |a|<m
6.1 Lemma. Fir m € Ny ist p,, eine Norm.
Beweis. Trivial. O

Seid: S x S — R definiert durch
d(e, 1) ==Y 27" min{pm(p — ), 1}

6.2 Satz. d ist eine translationsinvariante Metrik auf S und (S,d) ist ein vollstindiger
metrischer Raum.

Beweis. Dass d eine Metrik ist, ist klar. Sei (¢x)ren € S eine Cauchy-Folge beziiglich
d. Fiir R > 0 und m € Ny ist (o) auch eine Cauchy-Folge beziiglich C™(Bg(0)). Da
C™(Bg(0)) vollstindig ist, gibt es ein ¢ € C(R"), sodass %y, — 0% gleichméiRig auf
Kompakta fiir alle v € Njj. Sei € > 0 und m € Ny. Es gibt kg € N, sodass py,(pr — @) < €
fiir k,¢ > kg. Zu jedem R > 0 gibt es ein kp € N mit

(L+ [2))™|0%prg (x) — 0%p(2)] < [z < R

DN ™

Dann ist ¢, Lo, © beziiglich p,. Damit ist fiir £ — co dann

Pm(or — @) <e¢ k> ko

Damit ist ¢ € S und pp,(vr — ©) k220 0 fiir alle m € Np. Ist € > 0 gegeben, so gibt es
ein M € Nmit > > 27" min{pm(pr — ¢),1} < ¢ und dann finden wir fiir die iibrigen

M — 1 Terme ein k)! mit p,(or — ) <€ fiir allem =1,..., M. O
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Bemerkung. Sei (¢r)r € S, ¢ € S. Dann ist ¢y, LN ¢ beziiglich d genau dann, wenn
fiir alle o € Nij und m € Ny fiir alle

m o o k—oo
suﬂg) |z|™ - |0%pk(z) — 0%p(z)] LNy
rxeR™

6.3 Lemma. (a) Sei (pr)reny € D(R™) und ¢ € D(R™) mit ¢ — ¢ in D. Dann ist auch
v =@ inS.

(b) Sei (pr)ren € S(R™) und ¢ € S mit p, — ¢ in S. Dann ist auch g — ¢ in E.
(c) D(R™) ist folgendicht in S.

Beweis. Die Teile (a) und (b) sind klar. Zu (c) sei ¢ € S, und n € D(R™) mit n = 1 auf

B1(0) und sei 7, := n(3) fiir & € N. Wir zeigen, nx¢ koo, pin S. Fir a € N§, k € N und
x € R” gilt

ES ISt

1 x

1
B — JE B
Fiir m € N folgt wegen ng(x) = 1 und 8°ng(z) = 0 auf B (0):

2™ - 10%p(z) — 0% () ()] < J2™ - 0% (2) (1 — mp()) |+
+la™ > (a) 10711, (2) 0P o ()|

0<B<a p
B#0
< sup (Jaf (@)l (4 Il + 1™ 3 (5) 5107l 00
|z|>k 0<B<a
540
k—o0 0

Definition. Eine temperierte Distribution (langsam wachsende Distribution) ist eine steti-
ge lineare Abbildung u: & — K. Wir bezeichnen mit &’ den Vektorraum der temperierten
Distributionen.

6.4 Lemma. Seiu: S — K linear. Dann sind dquivalent:

(a) ueS'.

(b) Es gibt ein m € Nog und C > 0 sodass fiir alle ¢ € S: |u(@)] < Cpm/(y).

Beweis. (b) = (a) klar.

(a) = (b) Gilt (b) nicht, so gibt es fiir jedes m € N ein ¢, € S, sodass die Ungleichung

. . . L 1 .
[u(m)| > m - pm(pm) gilt. Fir m € N sei ¢, = Tty Pm € S. Dann ist

m—00 1 m—oo

Ym —— 0in S, denn fiir m > m/ gilt, dass ppy (V) < pm(Vm) = 7m0
Aber u(m) > /m 2= oo im Widerspruch zur Stetigkeit. O
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6.5 Lemma. Sei u € D(R") — K linear. Dann sind dquivalent:

(a) Es gibt einu € S" mit u = Ulpwn).

(b) Es gibt ein m € Ng und C > 0, sodass fir alle ¢ € D(R™) gilt: |u(p)| < Cpm(p).
Beweis. (a) = (b) ist Lemma [6.4]

(b) = (a) Sei n € D(R™) mit = 1 in einer Umgebung von 0 und 7, = n(3) fiir & € N.
Fir ¢ € S gilt nye € D(R™) und ngp — ¢ in S, insbesondere py,(nre — @) — 0.
Damit ist (u(nre))r eine Cauchy-Folge. Setze u(p) := limg_,oo u(nre). Offenbar ist
u: § — K linear, es gilt u|prn) = v und [u(mrp)| < Cpm(nky) fiir k € N. Beide
Seiten konvergieren gegen [u(p)| bzw. Cpy, (i) fiir alle ¢ € S. Lemmal6.4] liefert, dass
ued. O

Bemerkung. Aus der Folgendichtheit von D(R") in S erhalten wir, dass u eindeutig ist.
Offenbar ist £(R") & S’ & D(R")'.

Definition. Fiir « € S’ und o € N} definieren wir 0%u(p) = (—1)lu(9%p) fiir alle
p € S.

6.6 Lemma. Firuec S und a € Njj ist 0%u € §'.
Beweis. Dies folgt aus Lemma O

Beispiele. (a) Sei f € L. (R") derart, dass es ein m € Ny mit

loc

/n F(@)(1 + [2)™ de < oo (6.1)

gibt. Betrachte

up(p) = . fedz

Dann ist uy € §’, denn fiir alle ¢ € S ist

) < ([ 1£@]- 1+ )" dz )pale)

(b) Sei g(x) := 01 exp(iexp(x1)) = iexp(z1)exp(iexp(z1)). Dann ist (6.1) nicht erfiillbar.
Dennoch erzeugt g eine temperierte Distribution, denn mit f(z) := exp(iexp(z1)) ist
uy € &' (siehe (a)). Daher ist djuy € S’ und

Ouflpmny = Uy

Definition. Seien (ug); in 8’ und u € §’. Wir sagen, dass (ug)r gegen u in &’ konvergiert
genau dann, wenn ug(p) — u(p) fir alle p € 8§’ (Konvergenz beziiglich der schwach*-
Topologie o(S’,S)).

Bemerkung. Fiir o € Nj ist 0%: &’ — &’ stetig.
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7 Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt gilt stets K = C.
Definition. Die Fourier-Transformation F': L'(R") — C,(R")

PHE = O = G

/ e T f(z) da
RTL

Es gilt ||Ff|loo < (%1)”/2 If]l1. Aukerdem ist f stetig wegen dominierter Konvergenz.

7.1 Satz. Es gilt F(S) C S und F: S — S st stetig. Fir alle p € S und o € Ny gilt,
dass

F(a%p) = (10)*F(y) F(0%) = ()" F(v)

Beweis. Wir zeigen zundchst F(p) € C*°(R"™). Sei j € {1,...,n}. Dann ist

PE+he)) —p() 1 / o (Ethey)w _ o—itw
h - (271')"/2 " 80(.%') h dz
h—0 1 Citws
: (27r)// p(@)e™ " (—iaj) dz

nach dominierter Konvergenz. Also ist ¢ nach der j-ten Variable partiell differenzierbar
und 0;¢ = —iF(z¢) € Cp(R™). Aukerdem ist

F(0°0)(€) = (273)/2 /R () da
1

— (~1)lel / ()00 dar = (—i6)? (— 1)1 3(¢)

)T
Zur Rechtfertigung der partiellen Integration sei ¢ € D(R") mit 0 < ¢ < 1, ¥[g, () = 1
und 9y, := 1)(3). Dann ist

[ e )@ de = () [ e (pup)() do

Links gilt 0%(¢rp) — 0% in S nach der Leibnizregel und rechts 1o — ¢ in S. Also gilt
die zweite Gleichung. Sei ¢ € S. Wir zeigen F(p) € S. Fiir o, f € Nj und £ € R™ ist

(i€)*(10)" F()(§) = F(8°[2"¢])(€)

wegen 0%zl € S C LY (R") ist F(0%2P¢) beschrinkt. Zur Stetigkeit von F sei (o) in S
mit ¢ — 0in 8. Dann ist 9%2%p; — 0 in S und damit auch in L'(R™). Nach der trivialen
Abschiitzung zu Beginn ist dann (i€)®(10)°@gr(€) = F(0%2Ppr(x)) — 0 gleichmiRig. Also
ist o, =+ 01in S. O]

7.2 Korollar (Riemann-Lebesgue-Lemma). Es gilt F(Li(R™)) C Co(R™).

Beweis. Es ist F(S) € S C Cp(R"). Dann nutze, dass S dicht in L*(R") ist und dass
Co(R™) abgeschlossen ist beziiglich || - ||oo- O

x 2
Beispiel. Sei p(z) = ¢~ 7 fiir z € R". Es gilt Fy = .
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7.3 Lemma. Fir f,g € L'(R") ist
[Fa=[r3
Beweis. Fubini. O

7.4 Satz (Fourier-Inversionssatz). Sei f € LY(R") mit fe LY(R™). Dann gilt fiir fast alle
zeR”

_ 1 TN L alzé
£0) = oy [, F(©) e
Bemerkung. Fiir f € L'(R") und ¢ € R” ist
F(e* f)(n) = f(n —€) neR"

Beweis. Fir z € R", ¢ € S ist nach Lemma [7.3]
[ Feep©as= [ rPEE )= | 1wp-a)d

Fiir £ € N sei ¢ (§) = exp(—%‘ ’ ) fiir £ € R™. Dann ist ¢, € S und

R 1 _1le? i x.édg n n —Llkz|?
sok<x>=<27r>n/2/ne P R = ke

Einerseits konvergiert ¢ — 1 fast iiberall, daher ist nach majorisierter Konvergenz
1 1

Iy i€x k—o0 iy ix
G Jp T O 0k A= oy | F(© d
Andererseits gilt
1 .
mEE /Rn fel*T i (&) de = n/g/ f(y) @r(y —:B)
=@y (z— y)

= W/Rn flz —y)Pr(y) dy

Sei Yp(z) = W@k(ﬂc) = W’f"@(kx) = k"1 (kx) mit

1 lzI?

Y1(z) = We_ 2

Es gilt 11 () > 0 und [ by = 1 und daher folgt
L[ wtlre—n = s@ldyds = [ wuw)- 15 =)= fldy
= /R K (k) - £ o — ) = Sl dy
R P
nach majorisierter Konvergenz, da die Translation in L!(R™) stetig ist. Also gilt
s [, T = (@)

fur fast alle x € R™. O
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7.5 Korollar. F': § — § ist bijektiv, und fiir alle z € R™ gilt

1

Fe) = G JEGER"

F~1:8 — S ist stetig.

Beweis. Injektivitdt von F': L'(R") — Co(R™) folgt aus Satz Damit ist F|s injektiv
und die Formel fiir Inverse folgt aus Satz Mit J: § — S, Jo(z) := ¢(—x) folgt, dass
Fl1=Fol. O

Nun setzen wir F fort auf S’. Ist f € LY(R"), so sind up, uf € S’ und fiir p € S gilt

uo) = [ Fo= [ 15 =ur@)
Definiere also F': &' — &’ durch Fu(p) := u(Fy) fir ¢ € S.

7.6 Satz. F: S' — S’ ist stetig und folgenstetig, bijektiv. Das Inverse F~1: &' — S’ ist
auch stetig und folgenstetig, F~1u = Ju mit Ju(y) := u(Jyp) = u(p(—e)). Weiterhin gilt
fiir alle a, 8 € N}, u € &’

F(0%u) = (i6)*F (u) F(zP Ju) = (i0)P F(u)
Beweis. Folgenstetigkeit: Sei (uy), in &’ mit u, — 0 in S’. Wegen Fp € S ist
n—oo

Fun)(p) = un(Fp) ——0

Definiere G: 8’ — &’ mit G := J o F. Dass G folgenstetig ist, ist klar. Seiu € &', p € S.
Dann ist

G(Fu)(p) = (J o F)(Fu)(p) = F(Fu)(p(—e)) = Fu(F(p(-e)))

= Fu(p(—e)) = u(F(p(—9))) = u(p(—e)(—9)) = u(%)

Also ist Go F = 1g.. F oG = 1g folgt analog. Stetigkeit folgt mit Netzen oder als Ubung.
Wir rechnen nach Satz [T1]

F0®u)(p) = (0°u)(@) = (~1)*lu(0°p) = i*lu(F(2%9)) = u(F((ir)*¢)) = Fu((iz)*)
= (i2)*(Fu)(y)

Die 2. Formel folgt analog. O

Beispiele. (a) Sei f(z) = 1j o) (z)e ", 2 € R mit Rec > 0. Dann ist f € L'(R) und

~ 1 o0 : 1 1
—cx —iéx
= — e TeTNdr = —
1) o /o v V2r e+ i€

(b) Sei f:=1jg ). Dann ist f ¢ L'(R"), aber uy € S’ und es ist
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Bemerkung. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf den Borelmengen von R™. Dann defi-
niert uy, € §’, u,(p) := [ fdu eine temperierte Distribution. @, ist erzeugt von

-~ o 1 —izg

) = i [ e o)
der charakteristischen Funktion von u. Aus der Bijektivitat von F': 8" — S’ erhalten wir,
dass p eindeutig durch i festgelegt ist.
Da L*(R") C &', kénnen wir F auf L?(R") betrachten.

7.7 Satz. F: L*(R") — L*(R") ist ein isometrischer Isomorphismus. Fiir u € &' ist
u € L2(R") genau dann wenn F(u) € L?(R™).

Beweis. Fiir ¢, € S ist nach Lemma [7.3]

[ei=[er@= [0

Damit ist F': (S,| - |l2) — (S, || - ||2) isometrisch. Eine Fortsetzung erhédlt man wegen
Dichtheit, F: L2(R") — L?(R") ist auch isometrisch, bijektiv und es ist auch klar, dass
FL2(Rn) C Fgr. O
Definition. Sei P(§) = > j4/<n @aJ” ein Polynom von deg P = m, in n Variablen.
Dann ist P(9) := 3 ;< a0 ein Differentialoperator der Ordnung m mit konstanten
Koeffizienten.

7.8 Korollar. (a) SeiP(—i0) ein partieller Differentialoperator, w € S’. Dann ist P(—i0)u
L2(R™) genau dann, wenn P(e)u € L?(R™).

(b) Ist u € S’ und (1 — A)u € L2(R™), so folgt 0%u € L*(R™) fiir alle |a| < 2
Beweis. (a) Es ist
F(P(—=i0)u) = P(—ii)F(u) = P(e)F(u)
nach Satz Die Behauptung folgt aus Satz [7.7]

(b) Mit P(¢) = 1+ |¢]? folgt, dass P(e)u € L?(R™) aus (a). Daher ist £%u € L?(R™) fiir
la| < 2. Mit (a) folgt 0%u € L%(R™) fiir |a < 2. O

7.9 Satz (Hormander, 1958). Sei P # 0 ein Polynom. Dann gibt es v € 8" mit Pv = uy.

30



8 Tensorprodukt von Funktionenraumen und Distributionen

Seien X C R™ und Y C R" offen, f € LL (X), g € L (V). Sei fg: X xY — K,

loc

f®g(z,y) == f(x)g(y). Dann ist f ® g € L (X x Y) nach Tonelli. Fiir ¢ € D(X),
¥ € D(Y) gilt

Upeg(p ®Y) = /f®g-<p®w(ar,y) = /Xﬂp-/ygw = ug(p) - ug(¥)
Wir definieren
D(X) @ D(Y) := span{go @YeDX xY) | peDX),pe D(Y)}

D(X) ® D(Y) ist ein/das Tensorprodukt von D(X), D(Y). Ist ¢: D(X) x DY) — G
bilinear, so ist

C<]zk; ©; ® 1/1]-) =Y el )

7j=1
wohldefiniert.

Definition. Seien v € D(X)', v € D(Y)". Wir definieren u ® v auf D(X) ® D(Y") durch

k k
(w® ) (Z 0 ® wj) =3 ule))o(wy)
j=1 J=1

Dies ist wohldefiniert, denn (u,v): D(X) x D(Y) — K, (¢,%) — u(p)v(v)) ist bilinear.

Unser néchstes Ziel ist, u ® v auf D(X x Y') fortzusetzen. Dazu haben wir zwei Bausteine:
u®v muss stetig sein auf D(X)®@D(Y) und D(X) ® D(Y) muss dicht liegen in D(X x Y).

8.1 Satz. (a) Sei x € D(X)®@D(Y), v € DY), Dann ist x — v(x(x,e)) in D(X), und
0°(v(x(x,9))) = v(*Vx(x,9)) a €Ny
(b) Seiuwe D(X), veDY). Dann gilt: Fir alle x € D(X) @ D(Y) ist
u®v(x) = u(v(x(z,s))
Sind K C X und L CY kompakt, so gibt es ein k € Ng und C > 0, sodass
[u@ v(x)| < Csup{|0@Dx(, )| : (e B)] <k, (2,y) € K x L}

fir alle x € D(X) @ D(Y) mit suppx C K x L.

Beweis. (a) Ist x = ¢ ® ¢, dann ist v(x(z,e)) = p(z)v(v)). Wegen ¢ - v(¢)) € D(X) folgt,
dass v(x(z,e)) eine Testfunktion ist und

0 (v(x(z,#))) = 9pla)o() = v(@p()) = (@ Ox(z,))

Der Rest ist Linearitat.
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(b) Die 1. Formel ist klar, wenn y = ¢ ® ¢ und damit gilt sie nach Linearitét fir alle
X € D(X)®@D(Y). Es gibt ein ky, ky, € Ny und C,,, C,, > 0, sodass

[u(@)] < Cusup{ [9%¢lloe : o] < k| o € Di(X)
[v($)| < Cusup{ ¢l : lal < ks } ¢ € Dy(X)

Sei x € D(X)® D(Y) mit suppx € K x L. Fir x € X ist supp x(z,e) C L und
X(z,8) =0 falls z € X \ K. Daher ist

lu@v(x)| = u(v(x(z,e))) < Cy sup{ 10%v(x (2, )] @ o] < Ky, 2 € K}
N —
=08 x(z,0))|
< 0,0, Sup{|8(0’5)8(a’0)x(az,y)| Bl < kv,y € Ly |a| < ku,x € K}
< Coup{|07x(@ )| : 11| <k, (@,y) € K x L}
wobei C' := C,C, und k =k, + k,. O

Ideen fiir den zweiten Baustein sind folgende: Sei ¢ € D(X x Y') und {pg}« eine -Folge,
dann ist ¢ * pr, — ¢ in D(R™T"). AuRerdem ist

©* pp = /w(y)pk(° —y)dy € span{py(e —y) : y € supp ¢}

(1) (2)

Es ist auch pp = p;. " @ p;".

8.2 Satz. Sei ¢ € C.(R™), § > 0 und K C R"™ kompakt, sodass supp ¢ + Bs(0) C K. Sei
p € D(R™) mit supp p C Bs(0). Dann ist

D (R™)
¢ *p €span{p(e —y) 1y € suppp}

Beweis. Sei m € N und zu € > 0 wéhle ein ¢’ > 0, sodass fir |z — y| < ¢ und |o| < m gilt
0%p(2) = 0%p(y)| <€

Es gibt n. € N und Wiirfel Q1,...,Q,. mit Durchmesser hichstens ¢, disjunkt und
supp ¢ C U?il Qj, v € QjNsuppy fiir j € {1,...,n.}. Fiir |of < m:

0%(p* p) — 3‘”2/ y)dy - p(e —y7)

i:/ ) (3aﬂ($ —y) —9%p(x - yj)) dy‘
supz / - [0%ple =) = OPpla — )| dy

<e

Damit ist gezeigt, dass es eine Folge (¢ ) im obigen Spann gibt mit p,, (pr—@*p) — 0. O
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8.3 Lemma. Sei ¢ € D(R") und K C R"™ kompakt mit supp ¢ C K. Sei (py,) eine §-Folge
in C.(R™). Dann ist ¢ * p, € D (R™) fir grofle k, und ¢ * p — ¢ in D (R™).

Beweis. ¢ * pp, € Dg(R™) ist klar. Die Konvergenz ist ebenfalls klar, da 0%(p * pi) =
(0%p) * py fiir alle a € Ny. O

8.4 Satz. Seien K C X xY kompakt, x € D(X xY') mit supp x C K. Dann gibt es eine
Folge (xx)r in D(X) @ D(Y) mit xx — x in Dr(X xY). Dabei kann (xx)i in

SPan{cp®¢ 19 € D(X),¢ € D(Y),supp ¢ x supptp C K}
gewdhlt werden.

Beweis. OBdA sei X = R", Y = R™. Sei (pg)r eine 6-Folge in D(R™) und (o}) eine 0-
Folge in D(R™). Dann ist 75, := (pg ® o) )i, eine d-Folge in D(R™ x R™). Lemma [8.3] liefert
X * T — X in Dg(R™ x R™). Lemma besagt, dass x * 7, im Abschluss des linearen
Spann liegen. O

8.5 Satz. Seien u € D(X)', v € D(Y)'. Dann gibt es ein eindeutiges w € D(X x Y,
sodass w|p(x)yep(y) = U V.

Wir schreiben aufgrund der Eindeutigkeit w = u ® v.

Beweis (Skizze). Fiir K C X x Y kompakt finden wir w|p, (xxy). Die Eindeutigkeit ist
durch Satz [8.4] gegeben. Unter der Verwendung von [8.I] kann man die Existenz beweisen.
O

8.6 Satz. Seiu € D(X)', ve DY) . Dann gilt:

(a) Fiir alle p € D(X xXY) ist u®@v(p) = u(v(p(z,))) = v(u(p((e,y))). Es gilt supp u X
v C suppu X suppv.

(b) Fiir alle o € N§* und 8 € Nj} ist

9P (u @) = 0% @ 0%v

Beweis (Idee). Der 1. Teil von (a) ist schwer und der zweite Teil und (b) sind dann klar. [
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9 Faltung von Distributinoen

Seien f, g € L*(R"™) und die durch

hz) = / F@) - lo(z — )| dy € [0, 00]

definierte Funktion & sei L] _(R™). Dann ist

(f % 9)(x) = / FWg(e —y)dy = (g f)(z)

und fiir alle ¢ € D(R™) gilt mit Fubini

urgl0) = [ [ £0)g(o~ 1) dye(o) ds
- / / FW)g(@ - y)p(x) dzdy
=/f(y)/g(w—y)<p(w) dz dy

= /... f(@)g(y)e(z +y) d(z,y)

= lim F@)g()nme(z, y)p(z +y) d(z, y)

k—o0 JR2n
fiir jede Folge (mx)x in D(R?") mit

(i) Fiir alle K C R?" kompakt existiert ein kg € N, sodass fiir alle k& > kg folgt, dass
ne = 1 auf K ist.

ii) Fir alle a € NJJ gibt es ein C, > 0, sodass fiir alle k € N folgt, dass [[0%Mk||co < Ca.
0

Eine solche Folge bezeichnen wir mit () > 1. In diesem Fall ist
Upag(p) = kli}rgo up @ ug (™)

mit ¢ (z,y) = p(z — y).

Definition. Zwei Distributionen u,v € D(R™)" heifen faltbar, falls fiir alle (nx)r = 1 und
¢ € D(R") der Grenzwert

(u0)(p) = lim w® o(p®)

existiert, wobei @™ (x,y) = p(z + y). In diesem Fall ist u * v die Faltung von v und v.

Bemerkung. (a) Der Grenzwert ist unabhéngig von der Wahl von (7)r (zum Beispiel
durch “mischen”).

(b) Fiir k € Nist ni(u®v) € £(R?™), daher ist ¢ — u®v(npp®) ein Element von D(R™).

(c) Satz[3.5|liefert, dass usv € D(R™). Aukerdem konvergiert [¢ — u®@v(npe™)] — u*v
in D'
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Beispiele. (a) Seien f,g € Li (R") wie oben in der Motivation. Dann sind uy, u, faltbar.

Speziell kann man also f,g € L'(R™) falten. Auch, f,g € L] _(R), supp f,suppg C
[0,00) und f € LY(R") und g € LP(R™). Dann ist f*g € LP(R™). Sind f € LP(R™) und
ge LY (R™) (p’ Holder-konjugiert zu p), dann ist f * g € Cp(R"™) gleichméRig stetig.

(b) w = v = uy sind nicht faltbar.
9.1 Satz. Seien u,v € D(R™) mit suppv kompakt. Dann sind u,v faltbar.
Beweis. Sei (n;)r > 1 und ¢ € D(R™). Dann ist fiir alle £ € N:

w @ (™) = o(ulmg® (o, 0)))

(i) Zu zeigen ist, dass ¥y: y — u(npp™(e,y)) fiir groke k eine C>°-Funktion ist. Sei
y€R” und h € (—-1,1), j € {1,...,n}. Dann ist

(o4 1)) = e 0,)) = (g (P30 hey) = 20000 )

= u(nk(%y) : %(sﬁb +y+hej) — oo+ y)))

k_)—oosz@(%y) glm.
1
a5 (m(o,y +hey) = mule, ) (o +y -+ hey)

denn

supp (7 (p(o +  + hes) — p(o +)) ) € suppp(e +) + B (0)

Auch ist
o 1 k—o00 a
0 (5 (o +y+he) —plo+1)) ) £ 0°0;0(0 +)
gleichméfig. Daher ist die Konvergenz in D. Weiter ist
1
7 (nk(-, y + hej) = (e, y)) ~p(e+y+hej) =0

auf supp p — y + B1(0) fiir groke k. Also ist

%(M%@A(% Y+ hej)) — u(nrp™ o™ (e, y))) ;hgj;ofj u(ni(950)>) (e, y)

Der Rest ist Induktion.
(ii) Wir zeigen, dass (¢ in E(R™) konvergiert. Sei y € R™. Dann ist

Yr(y) = u(ne(e,y)p(e +y))

Wegen supp(¢x(y)) C supp ¢ — y kompakt gibt es ein k, € N, sodass fiir k > k,, gilt,
dass 7 = 1 auf (supp — y) x {y}. Dann ist Py(y) = w(p(e +y)) = u(B(y)) fir
k > k. Analog zu (i) ist ¥ € E(R™) und 0%y, — 0%y punktweise fiir alle a € N.
Sei K C R™ kompakt. Dann ist (suppy — y) x {y} C (suppp — K) x K fir y € K.
Es gibt ein kg € N, sodass fiir alle k > k¢ gilt, dass np = 1 auf (suppy — K) x K ist.
Fir k > ko ist daher ¢ (y) = ¢ (y) fiir alle y € K. Fiir a € Njj ist auch 0%y, = 0%
auf K. O
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Bemerkung. Ist v € D(R")" und ¢ € D(R"), dann ist u * uy(z) = u(¢(z — e)) und es
gilt ux u, € C®(R").

9.2 Satz. Seien (ug)k, (vgp)k in D(R™) und u,v € D(R™)’.

(a) Sind u,v faltbar, so ist uxv = v * u.
(b) Ist up — w in D' und suppv kompakt, so ist up *xv — uxv in D'

(c¢) Ist v — v in D' und existiert ein K C R™ kompakt mit supp vy, C K fir alle k € N,
s0 gilt u* vy — uxv in D'

(d) Sind u,v faltbar und o € Nij, so sind 0%u und v faltbar und 0%*(u * v) = (0%u) * v.
Beweis. (a) Fir ¢ € D(R") ist

wru(p) = lim u o v(me®) = lim u(vlne®(r.) = lim u((ne. o)p@ + )
= lim u(u(k(e,y)¢(s +v))) = lim v & u(ie®)
mit 7 (z,y) = (Y, ).
(b) Sei (ne)e > 1, ¢ € D(R™). Fiir k € N ist
wg * v(p) = Jim up @ v(ep™) = lim ur(v(ne(, o) (x + o))

Setze p: x — v(ne(x, ®)p(z + o). Wie im Beweis von Satz (i) ist oy € C°(R™).
Sei

K :={z € R" : suppv N (—x + supp ) # 0}

Dann ist K kompakt und fir € R™ \ K ist ¢¢(x) = 0. Damit ist (¢y)x in D(R™).
Es gibt ein ¢y € N, sodass fiir alle ¢ > ¢y gilt, dass 7y = 1 auf K x (=K + supp ).
Damit ist ¢y(x) = v(p(z + o)) fiir alle x € R™ und ¢ > ¢y. Dies liefert ug(vy) — u(1)y)
gleichméfig in £. Damit sind die Grenzwerte vertauschbar. Also gilt

Jm (ug xv)(p) = lim Hm up(3h) = Hm Hm g (ye) = Lm u(ye) = u*v(p)
(¢) Analog zu (b).
(d) Seij € {1,...,n} und sei (ny)g = 1 und ¢ € D(R™). Fiir alle k € N gilt
v (u (e (o) 9y (o + 1)) ) = v(u (8 (m (e 1) 2 (o +1))) )
—v (u (951) (9,y) ¢ (o + y))
=—v (aju (5 (9, 9) ¢ (o,y)))
v (u (@ (o.1) 0 (o +1)))
Da auch (n, + 0jnx) > 1 erhalten wir damit
0j(u x v)(¢) = =(uxv)(9¢) = = lim v(u(m(e,y)djp(e +y)))
= lim v(9ju(ne(e, y)e(e +y))) + Hm v(u((ne + Ojur)(e y)e(e + )
— Hm v(u(nk(e, y)e(e +y)))
= lim (9ju) ® v(mkgp™) + (uxv)() = (uxv)(¢)

Also sind 0; und v faltbar und 9;(u * v) = (0;u) * v. Der Rest ist Induktion. O
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9.3 Satz. Seim € Ny und u € D(R™)™ und f € CI"(R™). Sei g := u(y — f(o —y)) die
Fortsetzung gemdf$ Satz[3.3 Dann ist g stetig und u * up = ug.

9.4 Lemma. Seim € Ny, f € CI"(R") und ¢ € D(R™). Sei (ng)r > 1. Dann gilt

k—o00

. f@)n(e,y)p(e +y)dy —— - fy)e(e +y)dy

beziiglich || - ||m-

Bewers. Es ist

[ rwmaetnay - [ s+

</ F@)] - oo+ )] - Ine(o) — 1] dy
supp f

Es gibt ein K C R"™ kompakt mit p(x + y) = 0 fir alle x € R" \ K, y € supp f. Es
gibt daher ein ky € N, sodass fiir alle £ > kg, n, = 1 auf K x supp f. Damit folgt die
Behauptung. O

9.5 Lemma. Sei m € Ny, u € D(R®)'™ und f € C™(R?"). Dann gilt

a’< e dy> - /na(f(.’y))dy

Beweis. Da 0“f gleichméRig stetig ist, |a] < m und supp f kompakt ist, ist die endliche
Summe

S 0o f(e kh)hm K25 [ 9 f(e,y) dy
keZn R

gleichméfRig fiir alle |a| < m. Da y — u(f(e,y)) stetig ist, und @ auch || - ||,,-stetig ist, ist

i [ sewar) 2 a( X senint) = X atse s 2% [ ) dy

n
kezn kezn
O

Beweis von Satz[0.3l Fiir || < m gilt, dass 9°f gleichmiRig stetig auf Kompakta ist.
Damit ist fir g € R™:

1f (x —®) = f(z0 — ®)]lm =0
Aus Satz erhalten wir, dass u auch || - ||,,,-stetig ist. Daher ist
l9(x) = g(zo)| = [a(f(x — ) — u(f(zo — )| < C- | f(z — &) = f(z0 — &)l —> 0
Damit ist g stetig. Sei ¢ € D(R™). Dann ist

wxup(p) = lim u@up(me®) = lim u(ug(ne®(z,e)))
k—o00 k—o00

= lim u</Rn F@)m(e,y)p(e +y) dy) = 77( o TPl ) dy)

k—o0

= [ s eeman) = [ a0 -aemdi= [ aet)
nach Lemma [9.4] und O

Bemerkung. Ein analoges Resultat gilt fiir u € £(R™)™ und f € C™(R").
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10 Fundamentall6sungen

Definition. Sei P({) = 3 ;< @€” ein Polynom. Dann ist P(0) = 3, <y, @a0”
ein Differentialoperator der Ordnung m mit konstanten Koeffizienten. £ € D(R™)" mit
P(0)E = d¢ heifst Fundamentallosung von P(J).

Bemerkung. Sei F eine Fundamentallosung von P(9) und f € D(R")" mit F faltbar.
Dann ist

PO)NE* )= (PO)E) = f=box f=f
Also ist u := E * f eine Losung des inhomogenen Problems P(0)u = f.
Beispiel. In n = 1 betrachte P(9) = 0. Sei £ = ug mit H(x) = 1 () fiir alle x € R.
Beispiel. Die Fundamentallésung des A.

Zur Existenz von Fundamentall6sungen:

10.1 Satz (Ehrenpreis 1954/55, Malgrange 1955/56). Sei P ein Polynom in R™ mit Ko-
effizienten in C, P # 0. Dann besitzt P(0) eine Fundamentallosung.

Zum Beweis nach Wagner 2009 sind 2 Lemmata notig.
10.2 Lemma. Sei P ein Polynom in R™ mit Koeffizienten in C, ( € C™.
(a) Seiu € D(R™). Dann ist P(0)(e!“*u) = e**(P(0 + ()u).
(b) Seiwu € S'. Dann ist P(O)F~'u = F~1(P(if)u).
(c) Seien u € D(R™) und v € E(R™)'. Dann ist
(e5%u) * (e5%v) = 5% (u * v)
Beweis. Sei f € C°(R") definiert durch f(z) := e¢®.
(a) Es geniigt zu zeigen, dass die Behauptung fiir P(x) = x; gilt. Sei ¢ € D(R™). Es gilt

A (fu)(p) = —(fu)(Or1p) = —u(fOr1p) = —u(d(fe) — (O1f)p)
= O1u(fe) +u(Cfe) = fP(O+ Qulyp)

(b) Folgt aus Satz (7.6l Es sind v und v faltbar nach Satz Damit sind auch fu und fov
faltbar, denn fv € E(R™). Fir ¢ € D(R™) ist

((Fu) * (f2)) () = Tim (fu) ® (f0) (™) = Tim (fu) (o) (o™ (2 ))
= lim u(f - (e, o) (o)¢* (x,9)))
Andererseits ist wegen f2(z,e) = f(z) - f(e):
fluxo)(p) = wxv(fe) = lim u (vim(e,e)f2 (@ 0)p(x.e)
= lim u (0o, 9)f (@) (2)¢" (@,9)))

= lim u((fv)(nk(x,')f(')‘PA(%‘))) 0

k—o0
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10.3 Lemma. Seim € N und A, ..., A\, € C paarweise verschieden. Seien ag, . ..,ar € C,
sodass

- 0 k=0,...,m—1
ECL]’)\?: ’ 1
— 1 k=m

7=0

Dann gilt aj = H;”#kzo(/\j — i)~ fiir alle j =0,...,m

Beweis. In Matrixschreibweise ist

0
)\8 /\% ag ]
Ao A an (1)
Da die Vandermonde-Determinante von Ag, ..., A, ungleich Null ist, sind ag, ..., a, ein-

deutig. Sei p(z) = [[[Lo(z — Aj). Sei fi(2) := 2. Dann sind p, fx holomorph, A; einfache
Nullstellen von p. Es ist

fo oy Ay A
Res P i) = 7Oy POy

fir j=0,...,n, k=0,...,m. Der Residuensatz liefert

i 1
ZRes(@,Aj) — — lim Iile) 4,
= P 271 N—oo |z|=N p(z)

_J0 k=0,....m—1
1 k=m

Es folgt a; = m nach Eindeutigkeit fiir j = 0,...,m. Wegen
POy =TT Oy =) O
j#k=0

beendet das den Beweis.

Beweis von Satz[[0l Sei P(£) = 374<pn cad® Sel P (§) := 37 0)<m Ca® und sei n € R,
sodass P, (n) # 0. Seien Ag, ..., A\, € R paarweise verschieden und betrachte die Zahlen
a; = [[—o(Nj — M)~ Lfiir j =0,...,m. Zu zeigen ist, dass

0= Gty 25 [P )

eine Fundamentallosung definiert.

(a) Sei A € R. Dann ist N := {{ € R" : P(i{ + An) = 0} eine Nullmenge, denn ohne
Einschrankung gilt P,,(1,0,...,0) # 0. Fir 5 e R* 1 ist

Ng:= {&1 € R: P(i(61,€) + M) = 0}
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P(i(ﬁl,g) + An) = 0 ist ein Polynom in &; und nicht identisch 0. Also ist Ng endlich

und damit nach Fubini:
/dg:/ (/ dgl>dE=0
N Rn+1 NE

Damit ist

Es folgt E € D(R")".
(b) Fiir u € 8" und ¢ € C" ist nach Lemma [10.2] (a) und (b)

P(9) (e@F—lu) = TP+ O)(Flu) = ST (P(i£ + C)u)

Mit w aus (a) ist nun

Es ist nach (b) nun
FHP(—i(8) + M) - 1) = P(=0 + M) F Y (u1) = P(—0 + M) (27)"/?5,
Es folgt insgesamt nach Lemma [10.2] (a)

Anz P( ( ) + )\"7) — e)\nx* _ - n/2
P<a>( P (P( . )Hn))) (-0 + An)((2m)"260)
= (2m)"P(=0 + 2)n) (€ 4y)

=&
= (27)"*P(—=d + 2A\n)do

— (zw)”/2< Z Ca(—0 + 2>\n)a>6o

laj<m

(2n) n/2<z e 3 < ) 5(2An) 5)50

laj<m  0<B<La

:<2ﬂ)"/2<zca(2m)a50+ DD DTS D )

|a|=m |a|<m 0<B<a |a]=m 0< <, B#0
m—1
= (2m)"* A P (2m)00 + > AT,
k=0

mit 7}, € £(R™)’ (da Summe von Ableitungen von &p). Damit folgt aus Lemma [10.3]
dass P(0)E = dy. O

Sind Fundamentallosungen sogar besser als D(R™)’?
10.4 Satz. Sei P ein Polynom in R™, P # 0. Dann besitzt P(—i0) eine temperierte

Fundamentallosung.

40



Beweis. Aus Satz folgt, dass es ein v € 8’ gibt mit Pv = uy. Dann ist

v) ces

und

F(P(—ié)u) — P(e)- F(u) = P(s) - 273)"/2 ui = F () O
Bemerkung. Es gilt offenbar u * 6y = u, u € D(R™)’. Damit ist
P(0)u = P(9)(uxdg) = ux* (P(9)dy) = (P(9)dp) * u

Daher sind auch Fundamentallosungen fiir Faltungen moglich. Zu v € D(R™)’ findet sich
ein v € D(R™)', mit v faltbar, so dass v *u = do.

Beispiel. Sei k € Ng und Py, (€) := X1 b+l Sei

(z1--mp )"
Ei(z) = (kD)™
0 sonst

T1yee., Ty >0

Dann ist ug, eine Fundamentallésung zu Pyy1(0). Denn fiir ¢ € D(R") ist

Pe1()up, () = (=1) " up, (P(9)p)
:( )(k:-‘rl) E ak+1 ak—f—l(p

zk ok
) (k+1)n / / 7"'/-@762“ o, an) dar - o
= (kH / / Op -+ O1p(x1, ..., xn)dey -+ - day
SRR S

10.5 Satz. Sei u € ER™). Dann gibt es ein f € C(R"™) und ein m € Ny, sodass

Ot oMty = .

Beweis. Mit der Notation aus dem Beispiel sei v := ug,,,, * u. Dann ist P, 12(0v) = u.

Aus Satz und Satz gibt es ein K C  kompakt, m € Ng und C > 0

(@) < Csup{|0p(z)| : z € K, |a| < m} ¢ € D(R")
Analog zum Beweis von Satz gibt es ein f € C(R) mit uy = v. O

10.6 Satz. Sei Q@ C R" offen und u € D(Q)'. Dann gibt es (fo)aeny in C(S2), sodass
u= ZaeNg 0%uy, gilt.

Beweis. Sei (¢;)ien in D(Q) eine Zerlegung der Eins. Sei (x;)ien in D(2) mit x; = 1 auf
supp ¥;. Ohne Einschrankung ist (x;); lokal endlich. Fiir ¢ € D() ist

= Z dhu Z X1¢z Z Xil ¢z
i=1
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Da yu € £(Q) ist, liefert Satz (nach Fortsetzung auf R™) ein f; € C(Q), sodass
Xiu = 0%uy, fiir ein gewisses o; € Nij gilt. Damit ist

u(p) = D 0% up(ip) = 3 (-1 | i (Wig)
i=1 =1
IS / <0”>fza% "
=1 0<a<ka; "
s 1yl G\ (Zp)lail=lal .. gai—ay, . ga
DI (8) (el 0mmes o
— Z(_l)al/ Fiad®p = Z Zaaufm
aeN? =1 R aEeNE i=1

fiir geeignete f; o € Ce(R). Nun setze fo := > oo; fia € C(R2) (lokal endliche Summe dank
(¥i)i)- O
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11 Sobolevraume, Definitionen und erste Eigenschaften

Sei Q C R™ offen. Seien f,g € Ljpe(€2), dann ist 0% f = g per Definition genau dann wenn
0%y = uy.

Definition. Sei 1 < p <00, m € Ny.

Wm(Q) == {f € L/(Q) : 0°f € LP(), |a] < m}

mit der Norm

1]

o= > 10 fII p <00

lal<m

bzw.

1l = masc{ }0° o : |a] <}
11.1 Satz. Seien 1 < p < oo, m € Ny. Dann gilt
(a) W () ist ein Banachraum.
(b) Falls p € [1,00), so ist W*(€2) separabel.
(¢) Falls p € (1,00), so ist W () reflexiv.
(d) W3*(Q) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarprodukts

Fowpe = Y [ 0°7-9%

|a|l<m

Beweis. Sei

JEWP(Q) — (@ LP(Q)>€ f = (0 Fiafem
la|l<m P
Dann ist J linear, isometrisch.
(a) Wir zeigen, dass J(W,"(Q2)) abgeschlossen ist. Sei (fi)ken in W) (2) mit

J [k IH—OO> (fa)\além

Zu zeigen ist, dass fiir alle |a] < m die Gleichung 9% fo = f, gilt. Fir ¢ € C2°(2) und
k € N und fiir |a] < m ist

[tapd== [opieo = (-0l [ gieomp 225 -y [ oo
Damit ist (0% fy = fo € LP(9).
(b) D))< LP(2))er ist separabel.

(©) (D)aj<m LF(2))er ist reflexiv
(d) klar.
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11.2 Satz. (a) Seien a € N, f,g € LL (R™) und p € C(R™). Dann ist
O pxf)=px0"f

(b) Istp € [1,00), m € No, und f € W"(R"). Sei (pr) in CZ(R") eine §-Folge. Dann ist

x5 f i W(RR),
Beweis. (a) Satz (a), (d). Es ist

O (up xup) = 0%(ug xup) = (0%up) % up = Ugef * Up = Upygof

Also ist 0%(p* f) = p* 0™ f fast iiberall und nach Stetigkeit tiberall.

(b) Fiir |a] < m ist 0%(pg * f) = pr *x 0“f € LP(R™). Also
O(p+ f) = pr+ 0°f 2225 0%

in LP(Q). O

11.3 Satz. Seip € [1,00), m € Ng. Dann ist C>(Q) N W (S2) dicht in W(Q).

Bemerkung. Fiir p € [1,00] und m € Ny kann man

H'”m,p
H(9) = { f € C™(9) || mp < 00}

definieren, wobei hier die Vervollstandigung gemeint ist. Satz liefert H*(Q2) = W'(Q)
(Meyers, Serrin, 1964, H = W).

Bemerkung. Sei p =2 und m € Ny. Dann ist
WAR") = {f € 2R : (1L+] - [} f e 2R}

Beweis. Sei (), die Standardausschépfung von Q, f € W(2) und € > 0. Sei (p), eine
glatte Zerlegung der Eins auf €, sodass supp pr C Qg1 \ Qx—1 (siehe Satz . Sei (k)i

in C2°(£2) eine 0-Folge mit supp ¢ C B(0, m) und
€
low * (prf) = pufllmp < 55 Vk € N

Es folgt supp g * (prf) € Qpy2 \ Q2 und
%—Z% f) e Cc>(Q)
Damit ist
0= Y0 () = Jim g € DN IQ)
lokal endlich. Es gilt

If—g

pm =

> eix(pif) = pif
j=1 J=1

o0
\ <3 llgs* (05f) = piflmp<e O
i=1

<E
Y]
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Definition. Fiir 1 < p < oo, m € Ny definieren wir

W (Q) := {f € W(Q) : supp f kompakt ) ™

Im Fall p < oo gilt I%(Q) — Wll'llm,p.
Bemerkung. (a) W;(€) ist ein Banachraum.
(b) 1 < p < oo und m = 0 impliziert WXO(Q) = LP(Q) = Wz?(Q)'

(c) Fiir 1 <p < oo, m € Ny ist WJH(R") = W (R")

11.4 Satz (Poincaré-Ungleichung). Sei Q@ C R™ offen, beschrinkt und 1 < p < oco. Dann
gibt es C' > 0, sodass

1120y < CIDFlzriey VI € Wo(9)

Durch || Dul|, wird also eine Norm auf W} () definiert, die dquivalent zu || - [|1, ist.

Beweis. Es gibt a,b € R, a < b, sodasﬂ QC{xreR":a <z <b}. Sei p € CX(N) mit 0
auf R™ fortgesetzt. Fiir x € € gilt nach Hoélder mit p und ¢ konjugiert:

lp(z)|P = |p(z) — la,za, ..., 2,)|P =

1 P
/ 81@(€7$2,...7$n) d§
< (@ —a) / (€., ) P dE

Z/ |algp £>x27"'axn)|pd£

Es folgt mit Tonelli

/’SO |pdx< b—(l Z// |8190 €)x27"'axn)|pd§dx

b
< (b_a)qul/ / ‘61()0(5,1‘27...’xn)|pd§d(1’2,...,xn)
(127 »xn)ERn_l a
= (b—a)’[|orpll}
Dann folgt die Behauptung aus Dichtheit. O
Nun beschiftigen wir uns mit Dualitit und den Rdumen W, (Q).
11.5 Lemma. Seien 1 < p < oo, m € Ng. Dann gilt mit p und q Holder-konjugiert:
/
(@ r@), - (@ re)
|a|<m v |a|<m tq
Beweis. Folgt aus Dualitat von LP(Q). O

11.6 Satz. Seien 1 < p < oo, m € Ng und q Hdélder-konjugiert zu p. Sei £ € Wm(Q)

!Beschrénktheit in eine Richtung geniigt
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(a) Es gibt (ga) € (B)a)<m LI(2))ea, sodass

/ 0 f - g fewm)

|a|l<m

(b) Es gilt

ey =] o)l @1y - am) € (DL,

(=3 [ vfeW,Z”(Q)}

laj<m

Beweis. (a) Sei J: WJ(Q) — (D LP)ew, Jf := (0°f)a<m- Dannist J: W () — R(J)

ein isometrischer Isomorphismus. Definiere

f: R(J) — K (I f) =€) f W)
Dann ist £ stetig, linear mit [[{o| = [|¢]. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es
eine Fortsetzung ¢ € (6P Lp)g von £y mit ||| = ||£||. Aus Lemma [11.5 erhalten wir

genau ein (ga)|aj<m € (D Lq)fq mit

(Gadiem) = 3 [ Joge

Q

la|l<m
fiir alle (fo)jaj<m € (@ LP)e. Fiir alle f € W;*(Q) gilt daher

Wf) = bo(Jf) = 0T f) = / 0 fge

|a|l<m

und €] = o)l = 2] = Il(ga) @ 10),,- Damit ist auch fiir alle (ga)jaj<m € (L)

H(ga)|a\<m” > HZH O

Bemerkung. Fiir p € (1,00) ist tatsichlich (ga)|a|<m eindeutig (folgt aus gleichméRiger
Konvexitét von LP und L?).

11.7 Korollar. Seien p € [1,00), m € Ng. Sei £ € W'(Q)". Dann gibt es ein u € D(Q)’
mit u(y) = () fir alle p € D(Q).

Beweis. Sei (ga)|aj<m € (D LI(§2))ea wie in Satz Setze u € D(2)" durch

U= Z (71)|a|aaug

laj<m
Dann gilt fiir alle p € C°(Q):
ue) = Y (D, o) = 3 [ ga00 = o) 0
|a|l<m |a)<m

Bemerkung. ¢ € W"(Q)" ist eine Fortsetzung von Distributionen auf W;"(Q2).
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Es gilt tatséchlich eine ,,Umkehrung” von Korollar

Definition. Seien p € [1,00), m € Ny und ¢ Hoélder konjugiert zu p. Dann definiere
W, ™) = I%(Q)’.

11.8 Satz. Seien 1 < q < 00, m € Ny. Dann ist

W (@) = {u € D) : Hga)aem € (D LW),, 2 Z Lo }

al<m

\

und
e nay = 06 10 el 11 - 3 o .
al<m
fiir £ € W, ™(Q).
Beweis. (C) Folgerung Normgleichheit aus Satz

(2) Sei (9a)jaj<m € (D L) mit u = ZMKm(—l)'a'@auga. Sei f € W)(2). Es gibt
(¢r) in D(Q), sodass pr — f in W(Q), damit ist

u(or) — ulee)] < Y Jug, (0% (or — @0)|

|al<m

< D 10%(er — w0l - llgallza

|a|l<m
k,0— o0
< Cllek = @ellmyp - 1(9a)jaj<mll(@ £9)ee —— 0

Setze also £(f) = limg o0 u(¢y) (Wohldefiniert). Damit ist £: W (€2) — K linear
und

()] = Jim fu(or)] < Jim lorlbng - 190 oj<rmll @ Loy
= Hf”m,p : H(ga)m\gmH(EBLq)gq 0

11.9 Satz. Sei 1 < ¢ < oo. Dann ist W, ™(Q) separabel. Ist q € (1,00), so ist W, ™(Q)
reflexiv.
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12 Zur Geometrie offener Teilmengen von R"

Sei ) € R™ offen. Viele Eigenschaften von Sobolevraumen héngen von der Geometrie von
Q ab.

Definition. Seien z,2’ € R™ und r,7" > 0 mit ¢ B,s(z’). Dann heifst
C:=B.(z)N{z+ Xz —vy):y € Bu(z"),\ >0}

endlicher Kegel in R™ mit Spitze x.

12.1 Lemma. Sei x € R", C CR". Dann sind dquivalent:

(a) C ist ein endlicher Kegel mit Spitze x.

(b) Es gibt ein v € R™\ {0}, ein o € (0, 5] und ein r > 0, sodass

C=B.(zx)N{zx+y:yeR"\ {0}, L(z,v) € [0,a)}

Beweis. (a) = (b) Setze v:=2' —x und o := sup{L(x —y,v) : y € B (2)}.
(b) = (a) Setze 2’ := x4 v, ' :=||v| sin . O

Definition. Q erfiillt die Kegelbedingung genau dann, wenn es einen endlichen Kegel
C C R™ mit Spitze 0 gibt, sodass fiir alle x € € ein endlicher Kegel C, C € existiert, der
kongruent zu C ist, d.h. durch Translation, Drehung und Spiegelung in C {iberfiihrbar ist.

Beispiele. (a) Q:= ((—1,1)\ {0}) x (0,1) C R? erfiillt die Kegelbedingung.
(b) Q:={(z,y) eR% x> 0,0 <y<2*}, a€(0,1) erfiillt die Kegelbedingung nicht.

Definition. 2 erfiillt die starke lokale Lipschitz-Bedingung, falls es ein 6 > 0, ein L > 0,
ein N € N und eine lokal endliche offene Uberdeckung (U;)jen von 09 und f;: Rt — R,
j € N, gibt, sodass

(i) Fiir alle A C N mit [A] > N + 1 gilt ;e U; = 0.

(ii) Fir alle z € 09 existiert ein j € N mit B(z,d) C Uj.

(iii) Fiir alle j € Nist f; Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
)

(iv) Fir alle j € N gibt es ein kartesisches Koordinatensystem (& 1,...,&;n), sodass
QnU; = {& €R™: [(&a o Ein1) > &} N,

Bemerkung. Ist 2 beschrinkt, dann ist die starke lokale Lipschitz-Bedingung dquivalent
dazu, dass €2 einen Lipschitz-Rand hat, siehe unten.

Bemerkung. Die starke lokale Lipschitz-Bedingung impliziert, dass €2 nur auf einer Seite
des Randes liegt. Die Kegelbedingung erzwingt das nicht.

12.2 Lemma. Die starke lokale Lipschitzbedigung impliziert die Kegelbedingung.
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Definition. Sei Q@ C R" offen und beschrénkt. Sei k € Ny U {oo}. Sei W C 9 offen in 99
(als metrischem Raum). Dann heikt W ein C*-Graph (bzw. Lipschitz-Graph), falls es ein
kartesisches Koordinatensystem gibt, sodass

W ={(z1,....2n-1) 1 2= (21,.. ., Zn-1,22) € W} CR"*

offen ist und es a,b € R, a < b und eine C*-Funktion (bzw. eine Lipschitz-Funktion)
g: W' — (a,b) gibt, sodass W = {(y,¢(y)) : y € W'} und fiir (y,t) € W’ x (a, b) gilt, dass
(y,t) € Q genau dann wenn y < g(y). Wir sagen, dass Q einen C*-Rand (Lipschitzrand)
besitzt, falls fiir alle z € 052 eine offene Umebung W C 0f) von z existiert, sodass W ein
C*-Graph (Lipschitz-Graph) ist.
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13 Der Sobolev’sche Einbettungssatz

Sei 2 C R"™ offen.

13.1 Satz (Sobolev’scher Einbettungssatz, Teil I). Angenommen, Q erfille die Kegelbe-
dingung. Seien m € Ny, p € [1,00) und u € W(€).

(a) Sei mp < n. Fir alle q € [p, ZL] ist dann w € LI(Q) und es gibt C > 0, sodass

n—m

ullg < Cllullmyp fir alle w € Wi (S2).

(b) Sei mp = n. Dann gilt fir alle g € [p,00), dass w € LI(Q) ist und es gibt ein C > 0,
sodass ||ullq < Cllul|myp fiir allew € W (). Ist p =1, so ist u € Cp(2) C L>(2) und
es gibt ein C' > 0, sodass |||/ < C||uHm,p fiir alle w € Wi (Q).

(¢) Sei mp > n. Dann ist u € Cyp(Q) und es gibt C > 0, sodass ||ul|cc < C|t|[mp-
Bemerkung. Ist u € Wmﬂ(Q) fir j € Ny, dann ist u € W]‘-I(Q) bzw. CZ(Q) und die
stetige Einbettung W,/ (Q) — W(Q) bzw. W (Q) — CL(Q) gilt.

Wir beweisen (a) und (c) nur im Fall p > 1. Fiir m = 0 greift nur (a) und das ist trivial.
Wir nehmen daher m > 1 an.

13.2 Lemma. ) erfiille die Kegelbedingung mit Winkel B € (0, 5] und Radius p > 0. Sei
m € N. Dann gibt es ein K > 0, sodass fiir alle w € C*°(Q), x € Q und 0 < r < p gilt:

p < k(Y e [ prulay e [ et - a)
|aj<m—1 Ca, la]=m
wobei Cyr:={y € Cy : |z —y| <1} und Cy C Q ist ein Kegel mit Spitze x ist.
Beweis. Sei u € C®(Q), z € Q,0 < r < pund y € Cp,. Fiir t € [0,1] definiere die
Funktion f(t) := u(tx + (1 — t)y). Die Taylorformel mit Integralrestglied liefert

_mll 1

! _ p\ym—1 g(m)
1)!/0(1 IR

J:
Also gilt nach Kettenregel fU)(t) = ZM‘_] a, “u(te + (1 —t)y) - (r —y)*. Es folgt

u@l< Y o)l e -yl

|a]<m—1

+ Z a‘/ (1—t)™ 1 |0%u(te + (1 — t)y)|dt - |z — y[™

|a|=m
Sei ¢ > 0, sodass Vol(C,) = ¢p™. Dann ist Vol(Cy,) = cr™. Integration tiber y liefert

or < ¥ /|aa )l dy vl

|a|<m 1

+Z lz—y™ [ (1=t Y o%(te + 1(1 — t)y)| dt dy
Saf e ]

=:A(z)
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Tonelli und eine Substitution z = tz + (1 — ¢)y liefern nun
1
= / / lz —y|™ - |0%(tx + (1 —t)y)|dy - (1 —t)™ L dt
0 x,T

1
= / / |z — 2™ (1 —t)"™0%(z)|- (1 —¢t)"dz- (1 —t)mfl dt
0 JCua—tyr

1
:/ (1 —t)—”—l/ 2 — 2™ - |0%u(2)] dz dt
0 Ca:,(lft)'r'

1— ‘I Z‘

_/C |z — 2™ - |0%u( y/ —ldtde
Es gilt -
/1_MTZ(1 — )l = 1(1 —t) I — i(@)_" 1
0 n 0 n r n
< %r"|x—z\_" O]

Fir m € N sel wp,: R" — R, wy,(x) = |z|™ ™.

13.3 Lemma. Sei p € [1,00). Dann gibt es ein K > 0, sodass fir alle r > 0, m € N,
v € LP(R) gilt: (1p,(o)wn) * [v] € LP(R™)) und [|(1p,0)wn) * [v] [[p < Kr™[[v]]p.

Beweis. Firp>1,s>12 p—m und fast alle z € R™ gilt nach Holder

Lo, oo = oll@) = [ o=yl o=yl dy
™ 1 1
< </ |z — y|(tm=m’ dy) ’ </ |z =y~ Ju(y)[? dy> ’
B (x) By (z)
Es ist

/ |x B y|(s+m—n)p’ dy = op_1 / p(s+m—n)p’pn—1dp
By (x) 0

_ On-1 7,,s-l—m—n)p’—s—n _ On—1 T(s—i—m—%)p’

(s+m—n)p +n (s+m—%>p’

Damit folgt
\ o
Lo+ e lolle) < K5 [ ey
By ()
Fir p=1und s > 2 —m ist die Ungleichung auch wahr, klar. Also ist in Polarkoordinaten

/ L, 0y m * [0 ()P d < KPr(oFmp—n / / oy dy e

= pplstrp=n / / /S T = pn)Pp" T dS(n) dpda
— KPrs=Hp- ”/ / / =Ly (2 — sn) P de dS(n) dp
Sn—1 n

= Krpltmpmn TRl |0
—sp+n

falls —sp+n > 0. O
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Definition. Fiir u: @ — K messbar und p € [1,00) definieren wir

uly += (sup X" ({r € Q. fuz)| > t}))l/ ’

>0
und LP . (Q) := {u: @ — K : u messbar, [u], < oo} modulo fast iiberall geltender
Gleichheit.
LP () ist ein topologischer Vektorraum.

13.4 Satz (Marcinkiewicz Interpolationssatz). Seien 1 < p; < ¢1 < 00, 1 < p2 < g2 < ©

und q1 < q2, 0 € (0,1) und

1 1-6 6 1 1-60 6
_.I_ =

p b1 D2 q il 42
Sei F': LP1(Q) + LP2(Q) — L(Q) sublinemﬂ Es gebe K1, Ko > 0 mit

[F(uw)lg; < K- [lull, g2 <00
[E (@)oo < K2 - flullp, g2 =00

fir alle w € LPi(2), j € {1,2} bzw. u € LP2(Q). Dann gibt es K > 0, sodass fiir alle
u € LP(Q) gilt:

[ ()llq < Kllullp

13.5 Lemma. Seip € (1,00), m € N, mp < n, p* = nfiﬁw. Dann gibt es ein K > 0,
sodass fiir alle v € LP(R™) gilt: wy, * [v| € LP"(R™) und

115,(0) * [v] [lp= < (L5, 0)wm) * 0] [lp= < [lwm * [v] |+ < K[vllp

Beweis. Da 1p,(0) < 1p,(0)wm gilt die erste Ungleichung. Da 1p, (o)wm < wp, gilt, folgt die
zweite Ungleichung. Fir x € R™, r > 0 gilt nach Holder

1/;0'
[l by < ol (/ [z — | dy>
Br(x)c BT(x)C

1/p/ [e’e] ( B )/ . 1/p/
ol oy ([ )

1/y!
1/, 1 _ /
= ||UHp : Un/f1 : <(m—n)p/+n : P(m nlp +n)

= KT ol = K ol

Es ist

/ . mp (1 p )_mp—n
- == - = <0
(m—n)p'+n p_1+n p— p—

Sei t > 0. Wihle r > 0, sodass K7™ "/?|jv||, = . Wenn

om * 0] () = /R ()] - |e — g™ dy > ¢

'd.h. positiv homogen (F(au) = aF(u) fiir o > 0) und subadditiv, F(u +v) < F(u) + F(v).
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dann gilt auch
(U, gam) < i@ = [ )l fe ol "y > 5
Damit gilt
N ({x € B s x ol(z) > 1) < ({2 € B : (L, (oyom) # ol (@) > %})
=" ({x eR" (?(lBT( YWm) * |v\(x)>p > 1})
/ < ) # [ol(2)) dz
2 2
t

L m
< ()" M@ opwm) * ol 15 < ()7 K20 ol

nach Lemma Wegen

(2)? <7“"/P_m>p TP
t/  \Kfvl,) — EP|oll}
folgt weiter

N ({z € R o x ol () > £}) < Ky

Nach der Wahl von ¢ ist

o <2K!t!v||p>p _ (rgfm)p*

——mlp =|——m = =n
p p n—mp p n—mp

denn

Es folgt
A ({x e R™ : wy, * [v](z) > t}) <k, (2B ==l

Also ist I: LP(R") — Lfveak(R”), v — wp, * |v] beschrinkt. Es gibt p1,ps > 1 mit

p1 < p < pz mit mpy, mpy < n, 6 € (0,1) mit

1 1-6 0 1 1 m 1-6 m 0 m 1-6 0

= + — —=———= - (1-0)—+——-0—= — 4+ —

p b1 p2 p p n b1 n D2 n P V%)
Marcinkiewicz liefert, dass I: LP(R"™) — Y (R™) beschrankt ist. O

Beweis von Satz[[31l (a) Wir beweisen (a) nur fiir p > 1. Sei u € C*(Q) N W*(Q2) und
setze u und alle Ableitungen durch Null fort. Nach Lemma ist fiir » = min{p, 1}
(wobei p die Kegelhohe aus der Kegelbedingung ist) und alle x € Q:

(@) <K Y 1 *10%ul(z) + D g owm * [0%ul(x )) (13.1)

la]<m—1 la|=m
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(b)

Es gibt ein 0 € [0, 1] mit 1 =04

/|u |de—/|u )% ()94 4o
< ([ mepra) ; ([ 1t a) o

b = (1-0)q
<ol B (X toom =0l

|a|l<m

; (1-0)q
= [Jull,? - C- ( > !WUH;:) <O lullf,,

laf<m

> 1 auf B,(0) ist

Der Fall p = 1 ist Lemma [13.2] mit m = n. Sei p > 1. Es gibt 1 < p; < p < py und
6 € (0,1), sodass

1 60 1-6 1 0

p pm P2 g m

wobel wir go = 0o wihlen. Wie in Beweis von Lemma [13.5] zeigt man, dass die Abbil-
dungen
LPY(R™) — LPY(R")
v 1p (o) * V]
v— 1 ()Wm * ]
beschrinkt sind. Damit sind sie auch beschrénkt von LP!(R™) nach L' | (R™). Wie im
Beweis von (c) ist
LP2(R") —s L®(R")
v 1p,(0) * |V]
v 1p, (0)Wm * [V]

beschrankt. Marcinkiewicz liefert die Beschranktheit von LP(R™) nach L(R™). Dann
nutzen wir (13.1)), und wenden die Beschranktheit auf die Ableitungen an.

Wir beweisen (c) nur fiir p > 1. Sei u € WJ(2) N C°(Q2). Wir zeigen, dass es ein
K > 0 gibt, sodass |u(z)| < K||u||myp fir z € Q. Sei z € Q. Lemma mit r = p
liefert mit Holder

Ju( K< > Vol(Cap) - pl 0%l oy

|a|<m—1
/ I/P/
s ||aau\|mx,p)-(/c & — y|Cmp dy> )
z,p

laj=m

Da (m —n)p’ = (m —n);ty = =22 > ZF > —n gilt, ist das Integral endlich. O
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Definition. Fiir m € Ny und a € (0,1] definieren wir den Holderraum C™%(Q) der

Funktionen u € C™(Q2), sodass

|0%u(z) — 0%u(y)|

[u]o :== sup < 00
“ z,yEN,xF#Yy |$ - y|a
fir 5 € N§j mit || = m.
C"™ ist ein Banachraum mittels der Summe || - ||, + [+ ]a-

13.6 Satz (Sobolev’scher Einbettungssatz, Teil 2). Q erfille die starke lokale Lipschitz-
Bedingung und sei u € W (). Dann gilt:

(a) Seim >n > (m—1)pund 0 < o < m— 3. Dann ist u € CY(Q) und es gilt die
stetige Einbettung W (Q) < C%*(€).

(b) Sein = (m —1)p und a € (0,1). Dann ist u € C%*(Q) und W Q) — CO(Q).
(¢c) Seip=1,n=m—1und o € (0,1]. Dann ist u € C**(Q) und W (Q) — C**().

13.7 Satz (Sobolev’scher Einbettungssatz, Teil 3). Die Aussagen in Satz und
gelten fir alle Q C R"™ offen, falls u € ZTO(Q)'

Beweis. Die Abbildung E: W)’ (2) — W (R")

By e u auf Q
0 auf Q°

ist isometrisch. Dann wenden wir die jeweiligen Sétze auf W (R") an. O
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14 Kompakte Einbettungen

14.1 Satz (Kolmogorov Kompaktheitskriterium). Seien p € [1,00), K C LP(R™) mit
(i) K ist beschrinkt, d.h. sup ek || fl|x < oo.
(ii) Es gilt

sup{||f — fle —)llp: f € K} =50

(iii) Es gibt ein R > 0 mit supp f C Br(0) fiir alle f € K.
Dann ist K relativ kompakt in LP(R™).

Bemerkung. Ist (M,d) ein vollstdndiger metrischer Raum, dann ist M kompakt genau
dann wenn M priakompakt ist, d.h. fiir alle € > 0 gibt es ein ¥ C M endlich mit M =

UxGF BE(‘T)

14.2 Lemma. Seip € L'(R™), p > 0 und [ p =1. Sei weiter p € [1,00) und f € LP(R™).
Dann ist px f € LP(R™) und

o+ 5= £l < [ 186 =) = Tl plo)

Beweis. Es ist

o+ f(@) </R

Damit folgt

[loxs@paz< [ [ ot -wlswPyas= [ [ o=y delswPray= sl

Fiir die finale Abschétzung schreibt man

px f(x) — fx) = / (f(z— ) — F(2))ply) dy

und geht wie oben vor. O

14.3 Satz. Seip € [1,00), R > 0 und p € C.(R"™) mit p > 0 und supp p C B1(0). Dann
ist die Abbildung

LP(R™) 2 LP(BR(0)) — C(Br+1(0))
fr—pxf

kompakt.

Beweis. Ohne Einschrankung ist p = 1. Zu zeigen ist, dass

{pxf:feL'(Br0)), | fll <1}
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relativ kompakt in C'(Bgr41(0)) ist, also beschrankt und gleichgradig stetig (Arzela-Ascoli).
Zur Beschranktheit ist [p x f(2)| < [ p(z — y)|f(v)|dy < ||plloo - | f]]1. Zur gleichgradigen
Stetigkeit ist

m*ﬂm—p*ﬂmwg/mm—@—p@—@wv@nw

<Al sup{lp(e = ) = ply — 2) : = € R}

|z—y|—0
LTS

<sup{lp(z) = p()] : |z = 2| = |z — yl} 0

da p gleichméfig stetig ist. O

14.4 Lemma. Sei M eine Menge, X ein Banachraum und p,: M — X eine Folge,
n—oo

sodass @n(M) prakompakt ist fir alle n € N. Es gebe ein ¢: M — X mit @, —— ¢
gleichmdfig. Dann ist o(M) prakompakt.

Beweis. Sei ¢ > 0. Es gibt ein n € N, sodass ||pn(z) — ¢(z)|| < € fir alle z € M. Es gibt
F C M endlich, sodass ¢, (M) C U,cp Be(z). Damit ist (M) C U, B2:(). O

Beweis von Satz[I41] Sei (pi)r in C.(R™) eine §-Folge. Definiere ¢r: K — LP(R™) als
ok(f) := p * f. Dann ist ¢ (K) prakompakt in LP(R™), denn
LP(BR(0)) — C(Br+1(0)) = LP(Br+1(0)) — LP(R")
fr—ppx*f

ist kompakt nach Satz m Aufserdem ist oy, LN ] gleichmaifig, denn sei f € K. Dann
ist

o s = 1l < 1o =0) = Flh prto)ay

Zu ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass wann immer |y| < § folgt, dass |[f(e —y) — fll, < ¢
fiir alle f € K. Es gibt k € N mit + < §, womit supp p C B% (0) € Bs(0). Damit ist

llpr * f — fllp, < €. Wende Lemma an. O

14.5 Satz (Rellich-Kondrachov). Sei Q@ C R™ offen mit Kegelbedingung und Qo C Q offen
und beschrinkt. Seien m € N und p € [1,00).

(a) Seimp <n und q € [1, ;75). Dann ist W' (Q) CC L9(Qo) kompakt.

P n—m

(b) Seimp =mn und q € [1,00). Dann ist W () CC L4(Q0o) kompakt.

(c) Seimp >mn, q € [1,00). Dann ist W (2) CC L4(Qo) und W () CC Cp(Q0)-
Bemerkung. (a) Ist Q beschrinkt, so kann Qy = 2 gewéhlt werden.

(b) Fiir j € N ist auch W™ (Q) — Wi (Qo) baw. C’g (©0) kompakt.

14.6 Lemma. Sei Q C R™ offen, Qo C Q offen. Seim € N, p € [1,00) und1 < ¢1 < g < qo
mit W (Q) < L9(Q) stetig und W;*(Q) CC L1 (Qo) kompakt. Dann ist die Einbettung
W (§2) CC LY(Qo) kompakt.
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Beweis. Sei s := ©90=9) ypd ¢ .= ©U=9) Danpnist 0 < 5,6 < 1, s £ 0und s+t = 1.

q(qo a1) q(qo Q)
Weiter ist 4, % > 1 und = + L =1 Sei u € W*(Q). Holder liefert
q1 QO q p
Jull sy = It ol oy < Nl g - 003 = By - el

Es gibt C > 0, sodass [|ul|fw0(qy) < Cllullm,p- Damit ist

lullLa(ae) < Cllullza () -

Sei (uy)r. eine beschrénkte Folge in W (€2). Also gibt es eine Teilfolge (uy )y, sodass (ug)
konvergent in L' (£y), insbesondere ist (uy)y eine Cauchy-Folge in L% (§). Die Abschét-
zung liefert, dass (uy) eine Cauchy-Folge in L9(£)) ist. O

Beweis von Satz[14.5] (a), (b). Sei

np
n—mp

g+1 mp=n

mp<n
qo ‘=

und ¢; := 1. Satz liefert W)(§2) < L% (Q) stetig, also auch W (€2) < L% (£y). Nach
Lemma geniigt es zu zeigen, dass W) (Q) cC L'(Qp) kompakt ist. Sei
K= {u e W(Q) : [lullmp < 1}

Da € beschriinkt ist, ist K beschriinkt in L'(Qg). Fiir u € K sei

- u auf
U=
0 auf Qf

und K := {@: u € K} C L*(R"). Dann ist K beschriinkt, was (i) in zeigt. Es gibt ein
-

R > 0 mit Qy € Br(0). Damit ist supp @ C Bg(0) fiir alle & € K, sodass (ii) in [14.1] gilt.
Sei € > 0. Fiir alle j € N sei

Qj = {z € Q: dist(z, 00 > 2/5}

Dann ist mit Holder

/qq
[ f@lar= [ julde < ( [t dm) A"(Q0\ ;)Y
Q\Q; Q0\y Q0\Qy

< OllullmpA(€0 \ ©5)%

Es gibt j € N mit CA(Qp \ €)% < e. Damit ist fiir b € R” mit |h[ < §:
[ e ) = )] do < 2]l (90 \ )7 < 22
O\Q;

Sei x € Q; und ¢ € [0, 1]. Dann ist = + th € Qg; und fiir u € C°°(Q) N W (Q) ist

/\ux—i—h —u(x |dx—/ /‘uaz—kth )dtdm
<|hy// \Vu(x+th)\dxdt<\h|/ Vu(y)| dy
0 JQ Qa;

o8



Damit ist

l/p

[ e+ 1) @) as < ol [ |w<y>rdy<rh\-c-(/ !Vu(y)\pdy>
Qj Q0 Qo

<Ihl-C- |l

m?p

Satz liefert die Abschitzung fiir u € W)'(Q). Fiir [h] < min{ &, %} folgt

/ |u(z+h) —u(r)|dr <e
Q;
Insgesamt folgt
/ i + h) — i(z)] de = / i+ h) — (2| da +/ iz + h) — ()| da
" Q\Q; Q;
+ / |u(z + h) —u(z)|dz
R™\Q
< 3¢

womit auch (iii) in gilt. Aus Satz erhalten wir, dass K relativ kompakt in L*(R™)
ist. Damit ist K relativ kompakt in L'(Qp). O

14.7 Satz. Die Aussagen von Satz bleiben wahr fiir @ CR™ offen und u € W7 (£2).

Beweis. Die Fortsetzung E: W, () — W (R") ist isometrisch. Dann wenden wir Satz

fiir W (R™) an. O
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15 Der Spur-Operator

Sei 2 C R"™ offen und beschrankt.

15.1 Satz. Sei Q mit stetigem Rand und p € [1,00). Dann ist
C®(Q) = {gla : p € C(R™)}
dicht in Wpl(Q)

Beweis. (i) Sei W C 9 ein C%-graph von g: W’ — (a,b). Sei u € Wpl(Q) mit suppu C
W' x (a,b) und setze v durch Null auf R" fort. Fiir 7 > 0 sei u,(z) = u(2’, z,, — 7)
fir # = (2/,2,) € R" Damn ist u-lo € W (Q) fiir kleine 7 und u,|q =% win
W) (Q). Fiir 7 > 0 ist u, € Wy (Q + 7ep). Sei (pp)x in C°(R™) eine §-Folge. Dann

ist pg *x ur € CP(R™) und pg * ulq LN urlo in W)(Q). Wir schliefen, dass es
fiir alle CO-Graphen W C 0 ein U C R” offen gibt, sodass W = U N 95 und dass
alle w € W(Q) mit suppu € U durch Elemente aus C*°(Q) approximiert werden
kénnen.

(ii) Da 09 kompakt ist, gibt es Wy,..., W, C 09, sodass U;n:1 W; 2 0Q und W ist
ein CY-Graph fiir alle j € {1,...,m}. Sei U; C R" offen wie in (i) fir j = 1,...,m
und setze Uy := . Dann ist (Uy)}L, eine offene Uberdeckung von €. Es gibt eine
Zerlegung der Eins (pr)7, von Q in C(Q), 7" (¢, = 1 auf Q, supp ¢y C Uy. Sei
u € W, (Q). Dann ist gou € W, (2), kann also durch C2°(€2)-Funktionen approxi-

miert werden. Mit (i) kann ¢zu durch C'°°()-Funktionen approximiert werden fiir
alle k =1,...,m. O

Bemerkung. Sei Q mit C*-Rand (Lipschitz-Rand). Dann gibt es m € Nund Wy,..., W, C
o0 mit JJL; 2 0 und Wj ist ein C*-Graph (Lipschitz-Graph). Es gibt U; C R" offen
und beschrankt, W; = U; N 0 und g;: Wj — (a,b) ist C* (Lipschitz). Weiter gibt es
eine Zerlegung der Eins (@), in CZ°(R™) mit ), ¢ = 1 auf 0 und supp ¢y C Uy.

Definition. Sei € mit Lipschitz-Rand. Sei f: 02 — K, dann heift f messbar bzw.
integrierbar, falls fiir j = 1,..., m die Abbildung

W, — K
Y — (i /)@ 9i))

messbar bzw. integrierbar ist. Dann ist

Agfda::ji::l/anpjde

sobei wir fiir A: R*™1 — K mit supp h C W]’ integrierbar

/89 hdo := /W,_ Wy, 9;(y") - \/mdy/

J

definieren.

Bemerkung. g; Lipschitz impliziert, dass g; fast {iberall differenzierbar ist und Vg; € L
(Beweis: lang).
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Definition. Sei Q2 mit Lipschitz-Rand und sei p € [1,00). Dann ist

LP(0Q) := {f: 00 — K’f messbar,/ |fIPdo < oo}
o0
und
L*(09Q) :=={f: 9Q — K : f messbar,esssup |f| < oo}

mit der iiblichen Identifikation. Die Normen sind entsprechend.

15.2 Proposition. Sei ) mit Lipschitz-Rand. Dann gibt es ein eindeutiges v € L (0Q; R™),
sodass

(i) |v| =1 fast dberall.
(it) Firj=1,...,m seij: Wi — R" ;(y') := (v, g;(¢')). Dann ist
v(e,gj(e)) Ok =0
auf W firk=1,...,n—1.
(iii) Firj=1,...,m gilt: Ist g; in 2’ € WJ’ differenzierbar, dann gibt es ein € > 0, sodass
(2, 95() + tv(2', g;(<')) ¢ Q
fir<t<e.
Definition. v aus Proposition heiftt dufkere Einheitsnormale.
Bemerkung. Fir j=1,...,mist

(_VQj’ 1)

v(e,g;(e)) = 1+ Vg2

fast iiberall auf Wj’ )

Bis hierher durchgearbeitet!
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